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AVERTISSEMENT DE L’AUTEUR. 


Le Memoire qu’on va lire est l’un des deux quo j’ai presentes a 
l’Academie des Sciences le 3i mai i83o. II renfcrme le developpement 
des principes que j’avais etablis dans les Exercices de Malhematiques 
et surtout dans le Bulletin des Sciences de M. de Ferussac, pour 1’annee 
1829 ( 2 ). Mon absence, qui s’est prolongee pendant 8 annees, ayant 
retarde 1’impression de ce Memoire, je le public aujourd’hui tel que je 
le retrouve dans le manuscrit presnte , le 3x mai i83o, a l’Academie 
des Sciences, et paraphe a cette epoque par le Secretaire perpetuel 
M. Georges Cuvier. Toutcfois, pour ne pas fatiguer l’attention du 
lecteur, je supprimerai une grande partic des numeros places devant 
les formules et, pour eclaircir quelques passages, je joindrai au texte 
plusieurs notes placees, les unes au bas des pages, les autres a la suite 
du dernier paragraphe. Comma quelques notes do la premiere espece 
existaient deja dans le manuscrit, afin qu’on puisse facilement les 
distinguer des notes nouvelles, je marquerai cclles-ci, quand elles 
seront placees au bas des pages, par un asterisque. 

(‘) Present k l’Academie des Sciences le 3i mai i83o. 

( 2 ) Voir le Tome XU de ce Bulletin, p. <ao 5 el suiv. (OEuvres de Cauchy, S.II,T. II). 
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Soient 

un nombre premier; 
n un diviseur de p — i; 

9 une racine primitive de 


p — mss -t- i 


une racine primitive de 


t une racine primitive de 


XP I; 


1 — l • 


xp~ x ==i (mod .p). 


Alors 


sera une racine primitive de 


une racine primitive de 


r == (mod./?) 


(mod./?). 


On aura 


t* =5 — i (mod./?) 


et de plus, si n est pair, 


(mod./)). 
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De plus, k etant un nombre entier quelconque, nous designerons pa 

m — 1 ( k) 


le nombre m propre a verifier la formule 

k=t" 1 (mod./>),. 

en sorte qu’on aura 

k m ~ t nim ~ V m ~ 


et nous poserons 


k 

P 


,mu — T GjI(/r) ___ 


pi (A') ^ 


Par suite, comme on aura, en verlu de 1’equation ( 7 ), 

r . , n m 

on en conclura 



On aura d’ailleurs evidemment 



Soient maintenant 


( 8 ) &/ l =e-hp /t e e -hp i/i d‘ , +...-i-p(p- ! )'‘S ‘ 1 ’ 1 

et 

(9 ) ®/i ®/,•= R/i,/; ©A-i-A- 

R,, m sera une fonction de p de la forme • 


Ri,/u — a 0 -(- p -i- a$ p 2 4- •. .4- p n 1 ; 


et, si Ton pose 
on aura, en supposant 


k = mh (mod.«)> 
m different de zero et de 


n 

2 


Rh,mh — &o+ H~ clap 2 ^”!-*. . . H- p( ,l ~ 
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et 

( ,o) 

le signe ^ s’etendant a toutes les valeurs entieres de u, v cc 
entre les limites i, p — i; et qui verifieront 1’equivalence 

i + k+ (j = o (mod./?). 

On aura d’ailleurs, en supposant A different de zero, 

(n) .e A 9_ A =(-i) w V> R*,-a = -(-i)® a A 

et, en supposant A, k ainsi que A -+- k non divisiblcs par n, 

([2) • R/^i-R-A, 

On trouvera, au contraire, 

(13) R*,o=Ro,a= 

Enfin 1’on aura 

(14) ’ So + H-. . - + flii-i —2 

et, en supposant n pair, 

trr n 

(io) 3o—ai+fti—a ;i _ t — ( i) 2 . 

Par suite, si Ton suppose 

(16) R/»,*= F(p), 

on trouvera 

(17) . F(p' n ) = R mft ,„ ! * et F(p" 1 ) F(p _ "‘) — p, 

si le nombre m est tel qu’aucune des equations 

(j8) p m/ ‘=l, p mk — I, pH>(/t+/.-) —T 

ne soit verifiee. On aura, au contraire, 

(ity} F(p" 1 ) ■=_ (_ I 'jTnmhXK/nk 



MEMOIRE SUR LA THEOKIE DES NOMBRES. 
si une seule des equations (x8) est satisfaite, et 

( 20 ) ' F(p" l )=p — 2 

si les trois equatio-ns (x8) subsistent simultanement. 

Soient encore h, k, l trois nombres entiers pi'opres a verifi 
condition 

( 21 ) h + k-^-l = o (mod./i). 


On aura, en supposant ces nombres tous trois differents de zero, 


0 A S*0,= (-i;r'^ 0 *- 


>h*-k 




nsh 


h+l 


0 , 0 , 

0 * 


/t-hi 


et, par consequent, 

( 22 ) (— i) ctA R*,,= (— i)®*R/,a = (— i) ct, R*,a- 


Soit maintenant s une racine primitive de 

(23) x n ~ l = 1 (mod.n), 
le nombre n etant suppose premier, et faisons 

(24) ' ©,©,* ©,.... 0,-3 = #(p) (»); 


on aura 

(23) 0*0^0,... .0,»-. = #(p*) 

et, de plus, 

^( P -)=^(p- s )=#( P -‘)( P ^—). 

Done #(p) sera de la forme 

( 26 ) #(p) = C 0 -+-Ci(p 4-p s ’+p s ‘-t-. . .H- p s "~’) -h C 2 (p s -bp s * + . . .-+-p s "‘ 


(O Nota. — s 6 tant une racine primitive de la formule (a3), on a 

s n-i — 1 = 0 

s n-\ —, „ , „ . (mod.n), 


s 2 —1 


= I+ ^ 2 +^ 4 +...+ S n ~~ z S3 O 


et c est ce qui permet d’ 6 tablir la formule ( 24 ). 
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ou 


$(p) = 


2 Cp — C x — C 2 
2 


(p - P s + 9 s ' ~ p s ° ■+• • • • + p**"' - P x " 


et, comme on aura 

n— 1 

5 2 = — i (mod.«), 


p -h p ,9 -h p‘ ?3 ~h • • • H~ p sn 8 *+* p sn 3 — — 1, 

n — 1 

(p — p J -t-p sI —p j3 + • • • 4- p s “ P' 5 )“ = " ( 0 4 


on trouvera 

^(pW) = 


2 C 0 —C t — C 2 
2 


— (-i) 2 /i 


C[ 


2 


2 

*? 


ou, ce qui revient au meme, 

n — 1 

(27) 4 ^(p)S’(p*) = (2C 0 — C,— C 2 ) 2 — (— x) 2 «(c t — C 2 ) 2 , 

ou bien encore 

n — 1 

(28) #(p)#(p s ) = (c 0 —c 1 ) 2 4 -(c 0 —Cj)(Ci —c s )-+- -—-(c,- 

Lorsque « est de la forme 4* + 3, l’equatiori ( 27 ) ou ( 28 ) se r< 

(29) 4 #(p)#(p s ) = (2C 0 —c,—C 2 )“--1- ra(c,~ c 2 ) 2 
ou bien a 

( 3 0) #(p)#(p s ) = (c„— c^-h (c 0 — c 1 )(c,— Cj) H- (c,— c 2 ) J . 

Au contraire, lorsque n est de la forme [\x -+-1, alors, — etan 
la formule (24) donne simplement 

#(p )=P^ 

et p disparait de l’equation ( 26 ), qui se trouve reduite a la form 

«F(p) = c 0 . 

Revenons au cas ou n est de la forme 4*+ 3. Comme on aura 

$(p)f(p‘)=p~ r . 
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l’equation (29) donnera 

n — l 

kp 2 = ( 2 C 0 — Ci— C 2 ) 2 -f- «(Cj — C 2 ) 2 . 

Done on resoudra 1 ’equation 

( 31 ) bp-*^= X ! + nY ! 

en prenant 

X. — 2 "Cq C| C 2 j Y — Ci “■ co- 

Mais ces valeurs de X et de Y seront generalement divisibles par jo 
reste a trouver la plus haute puissance de p qui les divise simul 
nement. 

Soit u un nombre tel qu’on ait simultanement 

n — 1 n — 1 

, u 2 == i et (1 —|— u) “ === i (mocl./i). 

On trouvera 


01 0^1 . . . 0^11—J - 0y 0y^3 . . . 0 U;f H—3 - 0i_|«y ^ (1-+-VJ) 


et, par suite, 


f 0? / ^ x _ ^S”” 3 0 Ujr n~.3 _ 0 B T> 

( 02 ) 3 ip) n A ‘ ' A - Jo 1 u . . . R-j”— 3 y^w-S, 


( 33 ) $(p s ) — H^u.* us"-- 3 . 


Si 72 est de la forme 8a?-+-7, on pourra prendre u = i, puisqu 1 

n — 1 

aura 2 2 =1, et les formules (82), ( 33 ) donneront 


| ^ (P) - J^-1,1 

( § (p S ) = s R.^ } yS . . .Kyn-a^n-a. 


D’autre part, comme on aura 


^(p) —(? 0 4--C 1 (p 4- -p si 4- • . . 4- p sn 3 ) 4- C 2 ( P' s ' 4- p 5 * 4- ... 4- p s ' 1 2 ), 
*F(p s ) ~ c o 4~ C x (p 5 4- p 58 4~ . . .4- p sn ~ % ) 4- C 2 (p 4- p 59 4- ... 4- p i<fH-fl ), 


1 
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on en conclura 

X. 2 Cq Ci Cg t)' ( p ) ~t“ tf ( p s ), 

„ £( P )-§{ P S ) 

p _ p£ _j_ ^ 2 

= (- i)^«(p - p'+ • • • - pO[#(p) ~ ^(pO 1 



Soit maintenant 


( 36 ) 


„ _ i.2,3 ■■■[(/; + /c)sr] 

h ' k (i .2.3... /u5s)(i .2.3.. .kn r)’ 


et supposons chacun des nombres A, k renferme entre les limil 
On aura 

(37) n A ,/,= o _ (mod./?) 

si la somme A 4- k est renfermee entre les limites n et 2 n 
contraire, ne sera point divisible par p, lorsque A -+ 
compris entre les limites o, n. D’un autre cote, en supposani 

t 

h -f- k < n et n — h — k — l, 


en sorte que la condition (21) soit verifiee, on aura 

x . 2 . 3 .. .(n — 1 ) == [ 1 . 2 . 3 .. ,(h+ Ar)ro] [(— 1 )(— 2 )..te)] 

= [ 1 . 2 . 3 .. .{h 4 - A)ro](— i) /ct (i . 2 . 3 .. ,lm) = • 

1 . 2 . 3 .. .{h ■+■ k)rn — (— x) ,CT+l -^-— 

1 . 2 . 6 ..,lm 

et, par consequent, 

^_ j ^ ("US -hi 

(l . 2 . . ./i 5 T)(l . 2 . . . A:i 3 T) (I . 2 . . .to) 

Enfin, si Ton pose comme ci-dessus 

Ea,a~ F(p), 

on trouvera 

( 3 9) F(r) =— H n ^ h ‘ n „] c . 

Cela pose, soit p K la plus haute puissance de p qui puisse divise 


* 
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tanement X et Y. On aura, en vertu des formules ( 35 ),- 


( 4 o) 


X 


rf(p) #(p s ) 


71— 1 
2 


= (—i) 2 n(p — p s -t-p s ’- 




■#(p) #(p*y 


L P k 


p x J 


et, comme les seconds membres des formules (4o) seront des fonc- 
tions symetriques de p, p 2 , p n ~', ils devront rester equivalents, 

suivant le module/?, a ^ et a -r, quand on y remplacera p par r. Done, 

alors, l’un et I’autre seront entiers, et 1’un d’eux au moins sera non 
divisible par p. D’ailleurs, si, dans les seconds membres des for¬ 
mules ( 34 ), on remplace R A)A par —> toutes les fois que l’indice h 

est equivalent suivant le modules a I’un des riombres i, 2, 3,..., 
on en conclura 

i J "(p) 

(40 ] _ n-l ... 

( 3(p s )=p 2 v x(p)= j p v "%(p)> 

v' etant le nombre de ceux des indices 

I , S~y *S'*y . . . , S n ~ Z 

qui sont equivalents suivant le module n a 1’un des suivants 


( 42 ) 


a n—i 

I ? 0, ■*•> " ) 


. 2 


et v" etant determine par la formule 


tandis que f(r), x( r ) ne seront equivalents ni b zero ni a i suivant le 

module p. Done, si 1 ’on prend pour X le plus petit des nombres v' et v", 
les seconds membres des formules ,(4o)> quand on y remplacera* p 
nar r. e eviendront. noint. ermivalenfs a 1’infini suivant Ip mnrhilp n 
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I’un d’eux an plus sera equ, valent a zero. Done X sera ^xposa, 
la plus haute puissance dep qui divise simultanement X etY. 

leurs, si l’on fait „ v—^. 


X = Y —p y> 


la formule ( 3 i) donnera 


(43) . 

et comme on 


4/^ **=®*-+-»y* 


trouvera, on posant ~k v , 

n — i — 4 v' 


n — i 


— i~k : 


et, en posant \ v > 


n — i 


■ 2 ~k ~ 


4v' —- (n — 1 ) 


4pth=a; ! -+- ny\ 


il es t clair que la formule ( 43 ) pourra etre reduite a 

(44) 

la valeur de p. etant 

(45) 

Si n etait de la forme 8# -t- 3 , on aurait 


'4’/— n -+-1 

?=-[ - i 


n — 1 
2 ~ = 


i (motl.^), 

' 0 2 © 2s a . . • © 2S - = ^ ^ ' 

__ ©li ©.v- a r^(p)d 3 3 

R- 1,1 Rs’.J 3 ' • • Its" _5 ,s" * '■ 0 2 0 2J .a 0 2t "-> el'(p S ) 


[^(pOP . 

r'f(p) 


Rs.dR*’,^' • •Rs ,,-S i s '‘ 

Done alors, a la place des formules ( 40 . on trouvcrait 


[j( p)]_ =» v 'ffl(p), 
#(p s ) 


[_§( p-Qr _ yjp)—_p * x(p); 

^(p) 
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1; 


puis on en conclurait 


[%)P =p 2 [®(p)Px(p)/ 

( [^(p s )] 3 =/ ?n ~ I ~ v '®(p)[x(p)P- 


Done alors on devra prendre pour X le plus petit des deux nombres 


<(£L_1 + A 


en sorte qu’on aura 


n — i - • , n — i — Ilv ! 

-2A =± - 5 - 

2 6 


Done alors on verifiera l’equation 


4 pV* = H- ny~ 


en nombres entiers si Ton pose 


4 V '_ o —i) 


Dans les formules ( 45 ) et ( 4 ®). p est toujours infericur a \n, e 
v'represente le nombre de ceux des indices (4 2 *) qui sont racines d 
l’equivalence 

n — 1 

x 2 == r (mod. n). 


Les autres etant necessairement racines de 1 ’equivalence 


on en conclut 


x 2 =—i (mod.n), 


n — i n — 1 n — 1 


(mod./i) 


: v 1 — _ A s ^,-zilL-J) 


On a d’ailleurs 


I -4- e s -(- <? 23 X" 1 + ,.. + « 3 


n ■+. i —. 1 —- • n ,—. 

71 — 1 <-- —-zyf—l — -sj—l -Z y/- l 

- z<f—i I -r- e 1 e 2 — e- 


. e 1 — e- 


memoire stjr la theorie res nombres. 


et, par suite, 


I C0S5 + COS 2 3 ■+• • 


= - i- 


2 ^ 


. n 

sin — 5 
2 


sin -2 
2 


. ri -— i _M cot f 

sins -H sinas *+-. >•■+- sm 2 " 2 \ 2 


cos — 5 \ T c 

2 \ I 


Si, . etant impair, on difftrentie V fois rappOTt * 
miere des equations ( 5 o), on en tirera 


n- 4-1 I 

L 


sin^ + 2 sin 


* sin 2 s -t- 3 sin3^+ 


n — i 

n —1\ 2 . ' 

--1 sm- 


2 2-li . I 

ds-* sm 2 


tandis que la seconde donnera 


n -3 I 

(-0 4 [ 


COSS-1-2 2 C0S23 + --- + 


n — i\ 1 n — 1 
_- cos—-— 


d cot- 


On conclura de cette dernierc 


, en posant 5=0, aprfes le 


Rations, 


(5i) (- 


71 —3 I 

■ 0 ‘ 1 + 2 1 


n — 1 / _ . 

^~1 d 2 (cot ^ — cosec : 


D’autre part 


, si 1 ’on designe par Jt>„ le nombrc de Bcrnou 
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respond a l’indice n, en sorte qu’on ait 


_i _ x _ I 


on trouvera 




; I G 3 [ 5 5 

-[- -— ( 2^ — I ) - 77 —: —H ( 2 6 l) o / t ^ 

2 3o J.2.3.4 42 1.2.3.4-5.0 


et l’equation (5i) pourra etre reduite a 


«-> "- 1 /„_,\ 2 i±-l , ^ " lan S / 

i + a 2 +3 2 =( - i)4 2- EET^- 

v 7 dz 2 


On aura done par suite, en supposant —— 
forme 4^ -f- 3, 


impair, ou « de 


r? — 1 n -4-1 

lUl / n r \ 2 1±1 2 2 _ j 

1+2 2 H- 3 2 -) =(— I) 4 2 -^ 7 ;-Xn-H 

V 2 7 2 2 (n-M) 4 


2\2 ' — I 


»-i ^>^+ 1 * 


Enfin, comme on trouvera : i° en supposant n de la forme 8 a; -4- 7 , 


2 2 = j (mod. «); 


2 0 en supposant n de la forme 8 a? -+- 3, 


2 2 = 5 —1 (mod.n), 


l’equation ( 5 a) donnera, dans le premier cas, 


• n — 1 

n — 1 n — 1 / \ 2 n-^-1 

1 H- 2 2 -h 3 2 ~h . • • (--- J =( -0 4 2 X wH _i 


et, dans le second cas, 


rt — I 

ml mi / n _ 1 \~T" w+l 

I -f- 2 2 -J-3 2 H- ( “*—: J = — (—0 4 ^ . 

/ 4 


2 
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On aura done : i° en supposant n de la forme 8a; -+- 7, 

±p= ---= (—1) Uj+i (mod./i); 


2 0 en supposant n de la forme 8a; 3 , 


4 — i) 


(-1) 


n -h 1 

4 2 A,, 


Par consequent on aura, dans tous les cas, 

* 

( 53 ) p — ± 

4 

On pourra done verifier l’equation (47) en prenant pour pi 1 
petit nombre entier equivalent a 


Exemples. — Soit n = 7. On trouvera 

2 I 

2JU n4 .,= aAj = == == 1 (mod.7), 

P- = I - 

On verifiera done alors en nombres entiers l’equation 

4 p = x- + 7 y- 

et, par consequent, I’equation 

p=zx’-+ 77 s . 

Soit encore n = 11. On trouvera 


2 «t 


'n-t-l : 
"4 


’ 2 aAiij 


2 

42 


1 

21 


(mod. 1 r), 


et, par consequent, on pourra verifier en nombres entiers l’equa 
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Soit n = i 63 ; 2 sera une racine primitive de l’equation 

a? 81 = 1, 


en sorte qu’on pourra supposer 


2. 


D’ailleurs, les puissances successives de 2, divisees par i 63 , donne- 
ront pour restes : • . 


2, 

4, 

8,. 

16, 

32, 

64, 

—35, 

7°, 

23, 

46, 

9 2 , 

21, 

42, 

~~79i 

5, 

10, 

20, 

4o, 

80, 

- 3, 

- 6, 

—12, 

— 24, 

-48, 

67, 

“29, 

-58, 

—47, 

—69, 

25, 

5o, 

—63, 

37, 

74, 

—15, 

—3o, 

—60, 

43, 

86, 

9, 

18, 

36, 

72, 

— 19: 

— 38, 

-76, 

if, 

22, 

14, 

88, 

i3, 

26, 

52, 

— 5g, 

45, 

70, 

“17, 

-34, 

—68, 

—27, 

—54, 

55, 

-53, 

‘ 57 i 

— 49 i 

65, 

—33, 

—66, 

3 i, 

62, 

-39, 

-73, 

7, 

• 14, 

28, 

56, 

—5i, 

61, 

—4i, 

81. 


Les restes positifs et infericurs a 
on aura 

v = 48, 

_4v — (n — 1 ) _ 


i63 


8 i ,5 etant an nombrc. de 48, 


11 - I 


:8l, 


i n 

3 2V 


—- j = z±z ^ (96 — 81) = ±: 5 , 5 . 


On pourra done satisfaire, par des valeurs entieres de x, y, k l’equation 

p s z= x 1 -+-i63/ ! . 

Revenons aux formules (10) et (16) desquelles oh tire 
( 54 , 


§i Ton y remplace p par r, on trouvera 
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et, comme on a 


nra = 

i 


1.2.3.. .Act = 


(-0 


/iCT-H 


i . 2 . 3 . .. (h ~h k — /i)tz 


1 . 2 . 3 .. .(n — k)m 
(— i .-2.3. ..(2/i —: h 


on conclura de la formule ( 55 ) 


(56) F(r)s- 


i. 2 .3. . .(2 n — h — k)n j 


[ 1 .2.3,. .(n — A)err] [ 1 .2.3 ; . .{n — /c)tst] 


ce qui s’accorde avec la formule (39). 

Si, dans l’equation (39) ou ( 56 ), on remet pour II„_ Ai 
tiree de l’equation ( 38 ), savoir 

TT _ (— 

Rn-A,/1-* [l . 3. 3 . . . (n — /i)G*][l.2.3...(n — A')ot][i.2.3 
= (i.2.3...Aw)(i.2.3... km)( \ .2.3... l &)(— i) /CT+1 , 


on trouvera 


F(/ - ) = (— i) /ct (i . 2 . 3 . .. Acj)(i .2.3. . ./risr)(r .2 .3. . .Ins) 

= (— .2.3.. .hss)( 1.2.3... Anr) [r .2.3... (n — h 

II est facile de trouver des nombres equivalents, suivanf 
aux valeurs de x , y qui verifient la formule (44) ou (L 
soit toujours p x la plus haute puissance de p qui divise si 
X et Y; on aura 


(58) 


X fn p) g(pf) 3(r) ${*) . . 

,x= — = —H-^=-Mh - (mod, 

/,A pk pK pK ph 


n — 1 
2 


(59) 


17 =^ —(—0 2 »(p — p* 




L p x 


L p x p K . 


•D’ailleurs, on deduira sans peine des formules ( 3 a) et (3 
des rapports 


3{r) 3(r s ) 
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ou plutot la valeur de celui qui n’est pas divisible par p. En effet, o 
y parviendra facilement en remplagant chaque facteur de la forme 

par 15—-—>. toutes les fois que A k sera renferme entre le 
limites o, n, et rempla<?ant ensuite p par r. 


II. — Applications nouvelles des formules etablies 
dans le premier paragraphe. 

Supposons maintenant que n soit un nombre compose et prenor 

n = cov, 

v designant an facteur premier de n. Soit encore 

o )TxS = d>. 

On aura 

p — I nr flXS5 = VLp. 

De plus, si I’on designe par ? une racine primitive do 

X' 1 — 1 

et par a une racine primitive de 

i, 

on pourra prendre 

p = a?- 

Cela pose, soient s une racine primitive de l’equivalence 

x'—i (mod./>) 

et u une racine primitive de l’equivalence 


x v ~ 1 =i (mod.v). 
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Les nombres entiers 

2 ? 3, n — 2 , n — i 

seront equivalents, suivant le module n, aux divers termes de la suite 

u, ..., u'>- 2 , v+tf, V4~cc v - 2 , 

(co — r)v -f- !, (w — I)v + M, (U-I)v+«W; 

et 1’on aura 

— 9 4- p fl Q l p 2 *9**4-. . . 4 - rjp—i)h Qt f ~' 

= 5 4- <x h i' l Q t + a «A s *A 0 *» 4 __. a (p- 2 ); is (p- s)A ^- 5 _ 

Supposons d ailleurs les nombres v, co premiers entre eux, et faisons 

p=d (mod. to); 

on trouvera 

. gn^+na-u”) g *« 

®o“+m(i-«") — 8 4 - ocg um 8* 4 - (x 2 g 2u '"8‘ i 4 .. . . 4 -otP— -glp—i)n m 

et, si 1’on pose 

^ ■ •©„-'- !+pv(I _ a v-, )= #(«, 5 )0 

. 2 .' 

oil aura encore 


(2) 0 M „ 


r, '+W(h-n m ) © U m 4 -c>vf Ji -\-to w )—‘6 a /l g um Q l -t- . . . : i)u n Qt r>mm ' i 

^ ?) — ^ ( ot, q 1 ^) ~ —. . . — 3?( a? gttv-a^ 

et, en supposant A impair, 

1) ^« a -t-pv(^— u*) • • .0/ 4 V~3. 


»+cn;(A-«^) = ^(a A , q)& v , . 

t>v — /i 


( 5 ) 


s) = #(a* s .») = £( a A g.*)—. . , = f - (a / s 
(6) ,4... @_„v-._ OT(A _„v- Sj — 3?(a-A, S -1) 0 , J _ 1 

' S’ 1 ) = #(a- A , s —’) -v—/, 

= ?(«~ / S . . = $(<x- h , s-“ v -’) — 

^a 4 ,s)l(a-A s -i) 

(8 ^ ^ — Q i+pv(A-d Q-t-Pvc^-n.. 0_„ 


(7) 


® V-1,0 , 




VV - 7. 




MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 

Le second membre de la formule (8) se reduit toujours, soit a 

n ~ 1 

±p ' ’ 

soit a 

. n~Z 

±p - . 

Exemple. — Supposons, pour fixer les idees, cn = 4- Si v est imj 
et de la forme (\x -\-i, on pourra prendre 

v — i. 


Par suite, la formule (8) donnera 


( 9 ) $(or\<r') = 


h— 1) 0 — 1 —V' /f — 1) • • • 0Z4 V 3 -+-V ( ll It v ~ 3 ) 0 —k v ' 


-- v{h — u 


® v v ~~ 1 /. v v — 1 j t 


D’ailleurs, si Ton suppose A impair, ainsi quo —on trouvera 

j ®-l—v(A-l) = (- I) CTV V = (— l)™p, 

\ ®» t *+v(A_i»>) = (~ T) rav/i /» = (— I ) m p, 


0 v-,,® v-. =(— 0 2 ='• 

Done la formule (9) donnera, pour, des valours impaires de A, 

V —3 

00 §{a'\ $~ l )=p s ' . 

On trouvera, en particulier, 

(12) #(a, s j #(«-*, s -‘)= / > : y. 

D’autre part, a devant etre une racine primitive de 

#*=1, 


on pourra prendre 
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Ajoutons que 1 ’on tirera de l’equation ( 4 ) 


(i3) 9[a, 

Supposons maintenant 


®i 0»»-H)(1-» J ) 0 k 'h-v(1— K «) ■ ■ • Sii^+vll-Q 
@v ( V—1) 


v = 5 ou /i =/j • 5 = 20 . 


Les formules (12) et (x 3 ) donneront 


04 ) 

(.5) 


9 (<x, ?) s _1 ) = />, 

®l ®it J -t-5(1- » J ) 


9 {«,()■■ 


©, 


u etant une racine primitive de 

*‘=i (mod.5); 

et, par consequent [a cause de « 2 =i (mod. 5 )], 

u 10 VJ 10 

9 (® — s —1 ) — R—i,— 9 = Ri9,i 1 • 


.(16)' 
(>7) 


Done 


Rl ,9 Rj9,l 1- P' 


De plus, 1 ’equation ( 4 ) donnera 


®n 0i 


(18) #(«', t) = ^(cr*, t) = ^ 

'-'an 


Done la formule (14) pourra etre reduite a 

P — 9{cc, e)#(< 3 t- 1 , — i)9{— v/—i, s) 

On trouvera de meme, en remplaqant q par ; 3 et a par a 3 

p = 

etl’on tirera des formules (16), (17), (18) 

- #(«», S') =#(«-', «')=R, t ,7=R..7, 

#(«-’, S ° ) = #(«-., 5-3) = R 57>33= : R iTiH = #(«, S : 
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cn sorte qu’on aura encore 

R3,7 Rl7,13~" P* 


On trouvera done, en definitive, 

P*"— Ri ,9 R 17 , i 3 X Ri9,nR3,7 = s)7(a, S 3 ) X cJ‘ (oc 2 , S) J' (oc 2 , S 3 )» 

et comme, en posant 

2 ?(a, s) — A'-t- p's/— 1 + (A'-t- p" i)(? — s‘-+ s 3 — S 4 ), 

on en conclura 

2 J(ot, s 3 ) = >/-t- p' v/—— (x'+ p' v/— ')(? _ 5 S ~ ?*)> 

2^(a-',s) = — p ; \/— i + (A' — P'V-OU—5 S — « 3 + S V )» 

25 > (a~ I , s s ) = A' — p' v'— I — (A' — p" V^)(S — S 2 — S 3 + S 4 ), 

on trouvera encore 

4p = 45 ? («, s) s) = 4-7(01, s 3 ) 7(« -1 , s 3 ) 

= [A' + A"(s — s 2 — e 3 -t- s 4 )] 2 -t- [p'-t- p"(s — s 2 — s 3 -t- s 4 )] 2 

= [A'-A"( s - s 2 -e 3 + s 4 )] 2 H-[p'-p' / ( s - s 2 -s 3 -+-s 4 )P 

et, par consequent, 

(tg) 4jo = V 2 -hp' 2 +5(A' ,2 -i-p" 2 ), A'A"=: —p'p". 

D’autre part, si Ton nomine s et a les racines primitives des 6qi 
lenccs 

(20) x 5 =i, # 4 = i (mod.p), 

on aura, pour determiner A, p., X', p.', les formules 

X'-t- p'a -+- (A'+ p'a)($ — j- 4 — s 3 -t- .? 4 ) ss 2 J (a, .?) =— 2n i9iU == o 

A'-t- p'a — (A"-t- p'a) (.5 — s'- — i 3 -t- s 4 ) = 2,?(«, i 3 ) == — 2ll , j7 

X'— p'a -t- (X"+ p'a) (5 — i 4 —s 3 -t- s 4 ) = 2 J(a~ l , s) ss— 2 n , f9 

X'— p'a — (A'-t- p'a) — s 2 — s 3 -+- ,? 4 ) == si (a- 1 ,.s 3 ) = — 2 II 17i l3 — o 

OEuvres de C. — S. I, t. III. 


4 
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et, par suite, 


(at) 


^ A' + fa'a =—n 3 


X"+ ft" a : 


s — .v 2 — s 3 + s k 


n,. 


(n 


V— [i'ass— n i3 , V — |J." a — J ~_ iV 9 s > 
les valeurs de H,,, II, >9 etaut 

n 3 


( 22 ) 


I 07*5 ( I 0775 — l). ..(77!J+l) 

13,7 I . 2 .3 ... 3 7*5 ’ 


I TT _ 

‘“ 1,9 = 


IOUl(rOCT — l). . . ( 9 ?3T -h 1) 


I . 2 . 3 . . . 57 


Appliquons maintenant a un cas particular les formul 
venons de trouver et supposons 


p = 4 t* n 


20, V = 5, CO — (\, w 


On verifiers les formules (20) en prenant 


et Ton trouvera 


■ 4, ^ — 9> 


XX 19 — - 1° — io. 19 =s — 5.3— — 15, 


‘ 20.10.18.17.16.15 0 _ 

“3,7 =- ; -- ;- Q a - = 8.10.17 . 19 == 10, 


1.2. 3 .4 . 5 .6 


—1 5 , V — a eee 1 5 , Vs 0, 


F 


10 _ ^ 77 __ >2 
7 7 


$ S* — $3 4- 5*. 28" 28 

V+ fj. /! a== 22.ro == 2, X"— fVa == 22. i5 == 2 

V “ 2, jj/zz: o. 


Done l’equation (19) donnera 


^ = P ,! + 5X" ! 


ou 


Effectivement 


f£ 

2 


4i = 6 2 +5.j 2 =36 + 5. 
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So it encore 


On trouvera 


pzn I o I. 


77 T — 1 ) j 




ll _ oo. f \(). /|8. t '|7 . /JO 

— 5 -7./,() — 18, 

8 ) ^^ ^ ‘ ^ r} ' • 4 1 ■ ^ ■ 3 7 • _ / , u N 3 , .'*>7. 38 . /, 1 .43 

G. 7 . 8 . (). i o. 11 . i $ . r 3 . [ /.. 15 .“ ^ 11 ' 7T~ 


Par suite, on trouvera 


r~ o, 




/, /> = X'* -H 5 fx"L p ■=. (~ ) *. 1- f, (f±! 


On aura d’ailleurs 


n,.» + n 


Ml 1, ;i ,7 


If| iB = -si — f 8, 


Eflcetivement 


to 1 = 81 + 5.4 ~ () a u s . 


Kn general, lorsquo, v etanl impair ot de la forme /j.r-i~ 1, on 
pose 


on pent, prendre 


e =.- 1, a “ v — 1 » 


et l’on tire de (’equation (4) : 1 " on supposanl. h = i, 

(a.t) ©! ©«> 4 -v(i-«o ©„«+v(t -«■)• • -©k'-’+vo-«■' >) ~, 7 {sj — i, ;)© 

2° on supposant. h — — r, 


V ( V • n > 

2 


( a 4 ) ©I-IV ©rt*"V(H-tt*) • • • ©K v "'-V(1-fH > -- ) ) = - \j — I, ?)© 

On a d’ailleurs, dans cette hypolhese, 

/ ( n /ZTT, s ) ^ r f( v /ZT 7 , s «- ) 

1 = J(/=T, 5 -) ..... iC^, ;«->), 

j $(_ /zrr, ?) = ,f(- v/37, «<*■) 


(a 5 ) 
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On trouvera de meme 


| —K) ®« 3 +V(i—M 5 ) * * • ®« v “ a -t-V( I — W V-3 J- ^ W L ©V, V- 

| v{H-w) v(H-rr) • • • ® a' -3 — ( \/ 1 , $ r£ )® 


Hs=-,, 

,S“) =#(v^— !,«"■) 



li 

\p 

ll 

11 

.. = 3'(v cr T, 

#(-/= 




= ^(_ v /=7,s» , ) = .- 

. . = •#(— v/^T, 


Dans ces diverses equations, a designe une racine primitive d( 
valence 

x v ~ l = i (mod.v),. - 

en sorte qu’on aura 


■i ou i -+- u * = o (mod. v). 


Cela pose, on trouvera 


®„“ + V_ v ( 1+ , ”+V) = ®(,_ v) ,«„V_v — 


®n*+v(i-o“) ® tt "’ +i r\_ v ( 1 _ WI '’‘ +! T 1 )— u m ) ®—v(i—;i m ) 

— (_ l 'jUit rn "+-njv{i—u m )p ^_j 


et Ton tire'ra : i° des equations ( 23 ), (24), 


CTV ( V — 1J v — 1 


08 ) = = g— £J- 

'- , v(v —1 ) V(V—l) '- , V(V —11'-' V(V,- 


2 0 des equations (26) et (27), 
( 29 ) 


V —1 

p 2 

0V (V — 1) ® V fv — 1| 


On aura done, par suite : i° en supposant v de la forme 8 x -b 


V— 1 

s) #(- v/= 7 , c) = ^ = 


#(v^rr, s ») ^(_v^=T 7 , g u) =p —. 



MEMOIKE SIIH LA TSIEOIUE DES NOMBKES. 
2° (mi supposant p do la fonno Hx h- 1 ol, par oonsoquenl, 


^VIV I I (% ’ 1 » 


D’aulre pari, <*n posanl h = a, a> = /j, /£ = — i dans la formula 1 
on (rotivora 


^ I V I V(» - „*} I Vtt ■ * - ^rt V “ I v(s ■ #o i) 

(•>'*') j 

I “ W ( :i v <">«* v(2 1 W w *-i 

<!>(?) dosignant uno ionolion do $ o( do \] — 1 a ooo.fHo.ionls on linos 
oonuno on aura 

W «’ n ' V , v( a . 1 'V ! ) W -« m l V(s 


on lirora do la Ponnulo (3a) 

A’ «„<!>(?) 

on 

V 1 

, <b{i) ^ . 

On trouvora do la in man maniorn 

V - 1 

*($“) ""-p 4 * 

On aura dour 


( 33 ) 


#|hV 
! ^Ki t V(f-W) 


4 V(U ■““«*) 
4 V(< «M 




v I 

* « 4 v(2 ” 3 ) f 


of* comme 2 sera n6eessairemont do rune dos formes 

u* m , u tm + l , 

on aura encore 


». & 


ft 2V(i-~tt 8 ) &fttt**‘|V(t~ «*) 


.e 


3« v ' 1 4*ftV(i-fi w *‘ l ) * 


V~J 

ri 


/ t 


/ 

\ 
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Si maintenant on combine 1 ’equation ( 23 ) avec la premiei 
mules (34), puis la premiere des equations (26) avec la sc 
formules ( 34 ), on trouvera 

(35) [if (\/- I, S)] 2 = • ■Ri,>-‘+V(i-« ,w ),»’- , +V! 

et 

(36) [#(v^T, «“)]’= R W -I_V(1—z/),M-4-V(l — tl) • • * R/4 v “ a H-V(l-M v ~ a ), ll* a -t-V(l— U 

On aura, au contraire, 

(3^7 ) - \j - I , ?)] — Rj[^.2V, 1— 2V R?i a —V(l-f-K a ), ?l a —V(1H-W 2 ) * • • R?t v_3 —'V(H-tt v - 3 ), M > 

et 

(38) ( \J J , £ W )] ^ R/i—V(l-4-li), • • * R M v- 9 __ v(1 + „v- a)i M v-J_v(i + 

D’autre part, on aura : t° en supposant v de la forme Sx -h 

0V (v — 1 )= 0 v (v — 1 i — 00 —: 1 

2 2 

et, en supposant v de la forme 8 x -t- 5 , 

7JV ( V — 1 1 

, 0 ?(V —— 0 5 V | V _ n — (— l) 2 p = p- 


Done les formules ( 35 ), ( 36 ), (37), ( 38 ) donneront, si 
forme 8a? -t- 1, 

V — J 

( [c)‘ ( ' =Z P * Rl,lRti 2 -+-V(l— U 3 ) , it 2 -t-V(l— ft 2 ) • * • Rlfc v — 3 +V( 1 — M v ~ 3 ) 

1 _ V — 1 

/ v I r^‘ — P 4 ^u+v(l- u),u-\-v(l—u) • • • Rrt 2 -+-v(1—( 

(39) % v-l 

I C \/ 1 > 0] —■ p 4 Rl—2V, 1—2V Rtf. 2 —V(l-t-K 2 ),t4 2 —V(lH-<i 2 ) • • • R?/, 7-2 —V( j 
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(40 


et, si v est de la forme 8a: -+- 5, 


["i ( (\J 0 ^ ) { - P + R],i Ra*+V(l-» , ),» > H-V(l-« il ) • - • R»*-> + v(1-k , -»),«’ 3 H-V( l— M v “ 3 )> 


(4o) / 


V — 5 
__ 


l^iv/— «“)]“ —P 4 K 7t),M-hV(l—«) ’ » • R|4 V ~2-(-V(l— — a ) , 74 v J -f-VC 1 — «. V ~ 2 )> 


V - 5 
4 


[^'C V/ * > OJ - P ^ Rl— 2V,1 — 2V R?4 2 -~V(H-r£ 3 ), tt 3 —V(l-Wi 3 ) • • * Rm v ~ 3 —•V(l~h7t v “ 3 ), M v 3 —-V(14-l 


_ _ V— s 

( n/ r)Y - P * Rlt— V(H-U) , K—V(l-hw) * * • R?^ -2 —' V ( l-+-r* v a ) , u v ~ 2 —' V(l-4-7t V ~ 2 )* 

Observons encore qu’en yertu des formules (25) on aura 
$(\/— 7, $) = 6 0 -4- Cq \f — i -+- -+- Ci sj — i )(g -+- g u% g u * 3 .) -4- (/> 2 ■+• sj — i)($““+ 


2 ^ 0 - ^ 2 + (sCo-Ct- C 2 ) \/- I & 1 — ^ 2 -f-(c* 1 —C 2 )\/^ , tt , n t 

;-(■- —q -j-q - 

2 2 


et, par consequent, 

/ 2 ^(/ = T, s) —fo ■+■ ■+" (.A + !?"i ) (s s“+ s“ 5 •••-+- s“ v_I s 

j aJ’Cv/^.s' 1 ) — /o + ^0 \/—r — (/l -+-^1 s/--«) (s —S“H- S“ 5 —“S 

(4a) < _ _ _ 

1 2^(— \A-I,s) =/o — ^ 0 \/- — A r i\/— l)(s — S“+S“ ! —S 

[ 2 ,f(— S“) =/o — A"o s/— i — (/i — £5 v/—^)(s — S“ +• S' tv ~’ — 5 


f 0 , g 0 , /,, g, designant des nombres entiers. De plus, on aura 


(43) 


e + s“+s“ ! +... 4 -s“ v ~ 1 +s“ v ~ 5 = — >, 

v —1 

(s — S“ .-4- )»=(—!) 2 v = v. 


En combinant les formules (4 2 ) avec les equations (3o) ou (3i), on 
trouvera : i° en supposant v de la forme 8a: -t- 1 , 

(44) ' 4^=/ 0 2 + v/ 2 + o - 2 + v- 2 , /„/, + * t gi=o; 

2 0 en supposant v de la .forme 8a: 4 - 5, 

(45) 4p _r =/, ! + v/ 1 , + fl % ! + v e »'}, / 0/1 + ^ 0^1 = 0 . 

D’ailleurs on verifie la seconde des formules (44) ou (45) en supposant 

(46) /o=®3, A=—y s > 
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On aura done, si v est de la forme 8a? 4~ i, 

(4^) 4 P 2 = (6 2 -l-vy 5 )(4 2 -l-£-) 

et, si v est de la forme 8a? -+- 5, 

(48 ) 4/^(6 s+vfxa’-bs 2 ). 

Enfin les formules ( 42 ) donneront 

j 2 #( s /ZTi,g) =(4 + £ V ^)[ 6 + y(s-s' , + ----S' iV - 1 

a#(v^, s-) = + * \/~) [ g - y ~ 

(<9) L # (_^r,, s ) =(j-.^)[«-r(t-5- + . 

( a rf(_ v /3i, s -) = (3-e i v/^)f6 + y(S i -s“ + ...-s“ M 

II est bon de remarquer encore quo, les valours de/!,, g'o^ 

fo = 260 — 1 > 1 — bi, fi=bi—bi, 

or 0 = 2 Co —• C x •— c 2 , gY = 4 — C i 1 

/, seratoujours pair ou impair, en mcme temps que/#, et 
impair en meme temps que g 0 . Cela pose, si des deux no 
l’un etait pair, I’autre impair, il faudrait, on vortu des loin 
que 8, t fussent tous deux pairs. On purait done alors, en s 
de la forme 8a? -t- x, 

(5o) J p”=(S 2 + v y 2 )[(^) + (^) ] 

et, en supposant v de la forme 8# 4 - 5, 

-> - etant deux nombres entiers, l’un pair, 1’autre impair. 

2 2 

des deux nombres 8, e l’un etait pair, l’autrc impair, 6 c 
necessairement pairs, etl’on trouverait: i° en supposant \ 
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8a; -+-1, 
(52) 



a 


(o 2 + £ 2 ); 


2° en supposant v de la forme 8a; 4- 5 , 


( 53 ) /='=[(!)*+»(!) ! ]( 3 .-w’), 

^ etant deux nombres entiers', l’un pair, l’autre impair. D’ailleurs 

on ne peut supposer les nombres 6 , y, o, z pairs tous les guatre, 
puisque le second membre de la formule (47) serait alors divisible 
par 16, tandis que le premier est seulement divisible par 4- 

Si 6 , y, 0, e etaient supposes impairs, l’equation (47) se decompo- 
serait en deux autres de la forme 


(54) ip k '— 6 2 -t- vy 2 , ip k ‘=L £ 2 . 

Or, p etant de la forme l\x 4-1 et S 2 , y 2 de la forme 8 a? 4- 1, la pre¬ 
miere des equations f 54 ) aurait un premier membre de la forme 
8a? -t- 2 et un second membre de la forme 8a? 4-6, si v etait de la 
forme 8a; -1- 5 , ce qui serait absurde. 

Done, lorsque v est de la forme 8a? 4- 5 , les deux nombres 6 et y, ou 
les deux nombres 0, e, sont pairs et l’equation ( 47 ) se reduit a l’une 
des equations ( 5 x), ( 53 ). 

Au reste, lorsque v est de la forme 8 a?4- 5 , alors, en ecrivant 26 
et 2yau lieu de 6 ety, ou 20 et 2e au lieu de 0 et de z, on reduit la 
formule ( 5 i) ou ( 53 ) a 

V—3 

(55) p 2 =(S*4-vy»)(<5 2 4-£ 2 ), 

tandis que les formules ( 49 ) deviennent 

( #ty=7 l5 ) =(3 4-e^)[« + y( € -s- + ...-s“”)/ :r i], 

#(y /—4 s“) = (3 4- £ v / --"')[ s — y(s — s“4-..s“ v ' a ) \/— 1 ], 

s?(-s/=7,- ? ) = ( 3 _ eN/ rr7)[6_ y ( C _ s »H...._ s .» )v cri] f 

#(- J~l t s ») = (3 - e v/3- r )[s + y(s- +....- v^T]. 


( 56 ) 
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Ajoutons que, dans ces dernieres formulcs, on peut touj 
poser 8, e premiers entre eux, attendu que, si 8, e avaient po 
commun une certaine puissance de p, on pourrait evidemi 
passer ce facteur dans les quantites 6, y. Cola pose, si Ton 
ets les racines primitives des deux equivalences 

( 57 ) « 4 =x (mod./?), 

(58) a? v =i (mod.£>) 

et p l la plus haute puissance de p, qui divisc a la fois 6 J et *] 
etre tel quo des quatre rapports 

§{a,s) $(a,s w ) §( — a,s) -f(— a,s u ) 

(^9) \ 3 \ ? A * \ 

pK pk pk pk 


I’un au moins soit equivalent, suivant le module p, a un no 
different de zero, aucun d’eux n’etant equivalent a ~ De 
posant 


(60) 



2 X, 6 = p*'X, ■ y = p * r, 


on tirera de l’equation (55) 

(61) p! i = (3 ! -f- £*)(jj s -h vj 2 ). 

Si se reduit a l’unite, alors a^-t-vy 2 etant >1 ('), il fa 
I’on ait 

(62) 8 2 -t-e 2 = l, s , + vy 1 = j3l* 

et, par suite, 

8 = 0, £=±I OU 8 = ±I, £ = O. 

Quant a la valeur do X, on la deduira sans peine des formn 
Soit, en effet, v' le.nombre de ceux des indices 

( 63 ) i, it 2 +v(i — it 2 ), « 4 -)-v(i — it 4 ), it v “ 3 -+-v(i—tt v - 


( l ) Voir la Note II a la fin du M6moire. 
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«|iii sunt oquivalonfs, suivanl lo modulo />, h ]’un des suivants 


ot v It* tmmliro do rotix dos indioos 

<**»' " ' Vt ! It), l/ s + v(l -«J), «V-S_|_ v (, _ tt v~8) 

t|iii rotu|ilissonf la momo oontlilion. 


*vt*ra ihidommont lo plus polit dos qualro nombros 

i,, I,, 

Application* Soil 

V 5 , 

On jifittrra jirnmlrn 

ft ' 4, //* f\ , W*E3 i 

i*l Ivh formula I *i’f ) t ( \ ) f dwinoronl 

# t <4. 


i ii«i i 


i ; ' v 

in v a,,., 




*(- ^ "i, c *) • 


Wao 

«7 »» 

W|» 


It, 


I>t* pills, si Poll (Hist* 

lb., *i«. • »ij» »• «,,** < ... -+•• i>« + n,v v"— 1 «iS a — «»«’ \/~i -t-'. 

alors, on a\ant dgartl mix forimilos 


' ‘ V 


*‘v 

!.<*)» 

H v 

- - t, - > 

H- 

, ^ ... | , 


tut Irotnora 

«», ” ai, (a, — it|»), 
*h **M - ^!f* 


--- ,?(/—T, >•*), 

s ») /rr ,?), 

*" (n fl — a j g), 

♦» 3 Hu- 
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et, par suite, 

Rm= a 0 —a 10 — (a 2 — a 12 )(s 2 -i- s 3 ) -+- (a* — a u ) (s -hs 4 
-+- [a 5 — au — (a 3 — a 13 )(s*+ s 3 ) -t- (at — a lt ) (s-t- s*' 

On tirera d’ailleurs, de la formule ( 19 ) du paragraph© I, 

§{— i,s)= — 1 , 5’(i,s) = — 1 , 

et, par suite, 


So- S5 S10 ^15 - * > 

9 1 — 96 4“ 9n — Sjg ~ O, 

9 2 — 9 7 4- 9 | 2— 917 0, 

s 3 — Sg *+• Si3 a 18 ~ o ? 

S 4 - S 9 4 ~ S J 4 S 1 9 0 7 


Sq-h a 5 4- a^ 4- a l5 — — j 

91 9 G -h Su H- S 1G — 0, 

92 4~ 97 -+- 9]2 4- 917 ~ 0, 
S 3 4- s 8 h- a 13 4~ a 18 ~ 0 , 
S 4 4“ S9-+- S14 4“ Sjcj ~ O; 


puis on en conelura 

S10 ~ ; —* — S 0 , dpi —-Sj, Si2 — S-2, S 13 — 9 3 , 

Sis — —S 5 , Sis — —S 6 , 9 17 ——S 7 , Sig= S 8 , 

Ri i9 = i 4- 2a 0 4- a,— a 4 — (a*4- a 4 )(g — s 2 — s 3 4- g^) 

4- [ 2 a 5 4- s 3 — Si 4- (Si — s 3 ) ( g — s 2 — g 3 4- £ + )] sj - 

Enfln la formule ( 55 ) donnera 

( 67 ) /> = (6*H-5y*)(«*4-e*) 

et, comme 6 2 -+- 5 y 2 surpassera l’unite (*), on en tirera nec< 

<5 2 4-£ 2 = i, jc = g 2 +5y 2 . 

(i) g2_^ 5^2 pourrait se reduire a l’unite si i’on supposait 

6 2 = 1 , y 2 = o. 

Mais alors la formule (67) deviendrait 

8 2 h- s 2 = p 

et 1’on tirerait des equations (69) 

4 p = 4 (o 2 -+-£ 2 ) = n 1 , 9 n 3>7 , 

ce qui est absurde, puisque ni ni n 3|7 ne sont divisibles par p. Done 
que 6 2 -+- 5 y 2 se reduit 5 . Tunite doit 6tre rejetee. 


MEMOIHE SUH LA THEOIUE I)ES NOMBRES. 

Dune, tout nombro premier do la forme ao.c -f- r ost on memo. ton 
do la forme t~ !>'{*, on sorte qu’on pout satisfaire. par dos vale 
ontioros do.r, v, a I’equation 

s (is) ‘ p ■ ■ .r 5 +- 5y*. 

Quant aux valours do x -• 6, v = y, olios pourront otro dctermin 
ii I'aide dos Idnuulos 

^-~v ■«. <) (*3 — *v' • *)|S — y(s — s 9 — c*-t-«*)v/—"<1* 

Hu ,it T (v i. i 1 > =(o -t- t V — i)|« —y(i s s — «* + s 1 )/— 

H,., idy 'i,d ■ < o ~i i v -hy(i — g a — «*•+•«*)/--1], 

It 3i , -H v I > < »‘ 3 ) ( t} — i v ' _ i)Is -t-y(« — s 3 — « s 4- s*)\/— i|, 

dosquolles on tiro 

Hi,*'+- H 1s ,it :»(o +-*s/--1)8, 

(fttj I 

! H a ,7 lt|i,l» —«v/-i)6 

ot, par suite, 

(Hi,* -t- K|i,u)(H j.t +* Hn.it,) — 41* 5 * +• **)S*™ 4®*, 
puis, on rompla<:ant p parr, 

46* ■■■ Il« t ,IIw •■■4.**, 

I "■» I 7 Hl.l Hl.t' 

4 

(minute on aura d’aillours 

<5 O, g '• I 011 ^ = ± 1 , !”», 

on tirora dos tommies (Cxj), on y rempla?ant p par r, 

<711 ~~ Hi,» * H.,, 7 . 

Examples. ™ Si I'on proud p — 4 1 , on trouvora 

II,,t :i — H»,» 33 ra (mod,4>). 

* 
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Effectivement 


4i = 36 h-5 = 6 5 4-5.i 
f Si Ton prend jt? == ioi, on aura 


Hi,9=n 8) , = i s, 
t 8\ 2 


Effectivement 


= | — ] = 9 2 = 8i 

ioi = 8iH- 20 = 9 2 -i-5.2 2 
Si l’on prend p = 6 1, on aura 


to = 3, 


_ 30.29.28 

g M = . 1 ~2 , ~3 S 27 S 34 , 


, v 27.26.25.24.23.22 0 . 

= <“ ^) 4 • 5 .6 ■ 7 ■ 8 T 9 s - 34 ’ 


Effectivement 


x 1 = — ] 7 2 = — 289 = 16 = — 45 . 
611= 16 -+- 45 = 4 2 -4- 5.3 2 . 

Soitencore 'p = i8i. On trouvera 


Hi, 9 — 


90.89.88.87.86.85.84.83.82 


r 1. 3 . 5 .7.9.11. i 3 . i 5 . 


1.2. 3 .4. 5 .6.7.8.9 


2 1.2. 3 .4- 5 .6.7.8.c 


x' z == — 5j' 2 == =h ( ) = =b 1 = -4-J80. 


Effectivement 


181 = 1 '-hi 80 = i 2 4- 5 .6 2 . 

Seconde application . — Supposons 

,v == 1 3 . 

== 1 (mod.i3), 


u sera racine cle 
et Ton pourra prendre 


a z=z 2, 


a v == 1 , 


« == 2, 


w 2 == 4 , 


5, u k == 3, 


a 6 == — 1 , w 7 ==— 2 , w 8 


4, Li 9 EEE 5, 


U™E=- 3, 
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(a i la pose, los tormos do la sono (G3) soront equivalents, suivarit le 
modulo 4. i 3 ~ V>„ aux quantiles 

I, — 3<) 17 , 3 — 96 99 , — r -+- 96 =2 2 r>, 

■ 4 *+* ^ 9 » — 3 -+■ 5a s= 49 , 

dont qual.ro soul, ronformeos outre los limitos o ot 26 , ta;idis quo los 
tonnes do la serio ((>!) seront equivalents, suivant lo, memo modulo, 
aux quantiles 

'.i — i.t — 5 4 - 78 si 91 , 6 — <>,■> /| 5, — a 4 -3<) s= 37 , 

j «), () -f- 3() is 33, 

dout doux sunt ronformeos ontro. los limitos o ot ’i(u On aura done 


V' " v'ssa, 


• V a, 




*V f = I f 


i / v -T- r 


«U f par suite* 


1 * 4 


I v — i> 

A I * H ’ 7 

*4 4 


v — 3 


’ I L& _^ii-v,riin-nnir«l mmmm t( __ f h 


) — /, = ; I . 


Done, on pourra resoudre on nombres ontiers liquation 

(7-' ) p (3* 4-«*)(.** 4- i3/» ), 

ot cotnme ,r a 4 - idy a surpassora 1’unite ('), attendu qu’on no pout 
supposor y ~ o, v ™ o ('), on aura neeessairement 

(73) a?* 4 -13,)* p, 

0 * 4- I* I, 

3 O, 9 ~ ± I Oil 3:"”±I, B — 0. 


( 1 ) Si 7 a'dvaiioumgait, los forraulos (5<!) donneraient 
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On tirera d’ailleurs des formules ( 23 ) et (26) 


( 7 -i) 


®!S ®9 ®t)_ 0 D n 

if(V V - fik -/^Ri, 25 R9,17Ra9,49» 

U 26 

jf /-T _ ®*1 ®21 ®45 ®27 ®5 ®38_ j> T> n 

$\V 1 > ? ) - - P I*-37,411^21,5 f^33,45» 


et, par suite, 


8 (a,s) = 
§(a,s 11 ) 


(mod .p) (*), 


ce qu’on ne saurait admettre, eu dgard aux equations (74), en vertu desquelles 


${a, s) 
s u ) 


(mod./?). 


(«) II est bon d’observer qu’on doit entendre ici par 

§{a,s) 

5(a, s u ) 

ce que devicnt le rapport 

(v/-! , C W ) 

quand on y substitue a au lieu de \f — 1 et ? au lieu de 5, apres l’avoir transforme a 1 
formule ( 12 ) du paragrapbe I, de maniero que ces substitutions ne rendent pas le numd 
ddnominateur simultandment divisibles par p. Sous cette condition, la remarque qu’on vie 
est exacte et pourrait Stre exprimde dans les termes suivants : 

Liquation 

$W— I, ?) = ^(v / -«,?“), 

jointe aux formules (68), donnerait 

^ 1 , 25 ^ 9,12 ^ 29,49 := ■^• 31,41 ^ 21 , 5 ^ 33,45 ? 

puis, en ayant dgard 4 la condition 

"D _ P _ 

k ^-h—;-r 


qui subsists quand aucun des nombres k , k, h -+- k n’est divisible par » = 4 V = 4- I 3 = 
conclurait 

1 J ^ 31,<7 ^ 29,49 =:: ^ 51,21 ^ 43,25 ^ 31,41 ^ 33 , 45 ' 

Enfin, en remplagant dans la derniere formule \j — i par a , ? par s 7 et gendralemen 
— n B _j t , on trouverait 

P ^21,5 ^23,3 == ^1,25^9,12 ^15,11 ^19,7 (mod./?), 

ce qui est absurde, puisque aucun des nombres 

Hl, 25 » ^ 9 , 11 ? ^ 15,111 ^ 19,1 

ne sera divisible par p. Le rapport entre le premier et le deuxiemo nombre de la derni&re 

•1* ( CL S ) 

prdcisdment ce cru’on doit entendre oar 1'exDression -?-—— 


MtiMOIRE Slllt LA TIlfiORIE I)ES NOMBRES. 
puis, dos equations (a.'i) of (a(>), 

I '"H— V ,; — 1 > i ^ r p R»l,17 IUl,3« Bj3,3> 

(:•») .. . _ . 

( ( V 1 , {") “ P HlS,ll Bjl.H B| 9 J. 

D'aufro part, o a -+-£ a otanf rdduit a 1 ’unite, lea formules (:>. f >), (!i 
dontioronf 

p*:~ 6 * -+- 1 3 y a , 

/|6*=- «) -H «“)][*(- V^.«) + j(- «*)]. 


ou, jtaroo quo 6 = px*, on trouvora 

'l/^.r*r= ->.«)-+- $W~~ >, — \/—Ui) •+■ 'K — V*— 1 1 «“)| 

- /»’(U Rw.uR ».M*t"Ri3,itR»t,»Rti 


ou, (■<> cjui roviont au memo, 

, l I B1. n1B9.17 B tl .a_\ / B a . aa Rii.uR«.n \ 

i \ B a . s> , B„ >u Bt».7/ \ Bi.ssBd.n Rs.si / 


ou bien oueoro 


B 


***,;♦» 


Bfi*L4l Bm,* 1§\ / H|7,81 H|g,u 


..... . ..... a~,-™---- 

1 V Bjl.tl Baa.iJ Rat, (7 ) \ ltll.H Bj7,*i Raj,(8 

Si, dans eette dorniere formula, on remplace p par r, on tirora 


B„.» 


(7 ( » > 


1 Bu.1aB7.19 B|.iaBj, 


TT 


1.11 


n 


(mod. />). 




Com mo on aura, d’aillmirs. 


'Hv 


r~ 


;) J= v’-™ 1 . i"). 


r f (__ V CT,, s ) - • ± ,7 (\/- 1 ,«"), 


on on oomdura 


of, par suifo, 

i -*-1 \ 


jin ja 


III,sail ®,17 


V 1 E 2 ± I 


II*. 


iHi.n V 


■wr 
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Oa aura de plus 


(78) 


n 125 — 

^■3,23 — := 

II 947 = 


26&j( 26 zu — 1).. .(2,1m -4- 1) 

I . 2 . 3 . . . 5 T 

26 gt( 267 *J — 1). . .( 23*37 1) 

1.2.3.. . 3 m 

2601(2631 — 1)... (1737 H- 1) 

f. 2. 3 . . . 9 m 


Exemples . - Supposons 
On aura 


p == 53. 
m = 1 , 


Ml,25 - 26 = " > 


„ __ 26.26.24_ i 

Us ’ 23 ^ 1 . 2 . 3 " = 8 1.2.3 ’ 

n __ 26.20.24.23.22.2 r .20. 19.18 _ 3 7.9.11.13.15.17 

9 ’ 17 - 1.2. 3 . 4 - 5 .6.7.8.9 ^ 74 4 - 5 .6.7.8.9 


1 n lt „n g , I7 _3_ 

2 n 3 ,23 =3= ' 


Effectivement 
Supposons encore 
On trouvera 


x~ == r. 

53 = i -h52 = 1 h- i3.2 1 2 . 


P — ,5 7- 
m= 3, 


n _78.77.76 __ i i. 3.5 5 

1,23 1.2.3 8 i. 2.3 i 6 J 

n 9 , 17 _ 1 19.21.23.26.27.29. 3 r. 33 . 35 .37.39.41. 43 . 45 .47-49-5. 

n 3)23 2 18 I0.II.t2.l3. t 4 - X 5 . l6. 17, l8. I9.20.2i .22. 23 . 24 . 25 .2( 

_ 1 29. 3 r. 33 . 35 .37.39. 4 i- 43 . 45 .47-49* 5 i .53 _ 1 

2 18 ro. 11.12.1 3 .14. 15.16.17.18.20.22.24.26 2’ 


1 _ 5 _ 

2 n 3i23 ““64" ’• 

= (22) 2 ~ ± 10 ==qz 1 44• 


Effectivement 


4^1 ax 



M K\fOI It K sun L.\ TIIlioniK 1)ES NOMBHES. 


111. — Suite da mfime sujet. 


Itopronons l(*s fnrinulos ('i) ot (:">) tin paragraph* 1 . II. On mi tiro 


(>) 


I -*(« A , i) ’ • -M a A , s"’) “ ,f (a A , {"’) ~...•= i (a A , g“'’ ’) 


1 ^ I ) t I’Vf /l- tl 1 ) t’ E / 1 t ('Vt/i - ff*) • > • t"),,*-’*., » V ~ J ) . 

H VIV- 1 , ’ 


<•( Ton Iniuvi 1 do la mbino manioro 

i) ■Hx h , {“') r.T ,f (a A , i"’) ,?(a A , S ,|V ’) 


r 


( '1 ) ^ _ 4 c v( (" Kt 1 ) wt/l n 1 1 f fvj /j n fl ). . ■ tl,. ‘ - m i V (’h jf' 1 I 

t"t u i v i i . 


On aura d'aillours, mi vorlu do la fdi'inulo (2) du parapp'aplio II, 

0« W, 4'l'V(/<’“W’' 1 ) 0 K *»I , /,•(,>— ,("*} . 

Hnlin, ootntno, on supposant v proniior, on aura 

Y-J. 

a a zs —1 (niod.v), 
on frmtvora, si v osf do la formo \,v 4-1, 

(3) (a A . i 1 )--i(« A , S" J ) ■’■.f(a A , i) 

ot, si v osl do la formo 'i.r -+- .'S, 

ti) -T(ae A , j l )‘ ) 

Supposons maiutonant quo to soit un notiibro proniior ot ilomnn 
uno raoino primitivo do 

(r>) .n‘"- 1 o (mod. m ). 

Si Ton proud 
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on aura 

(7) ?(«,?) = ?(«“*, s) =• • .= ©(« a “ _3 , s), 

(8) #(«“,«) #(«*'» «)■ c) = ?(«“,s), 

(9) ©(«“, «) = ©(«“% S) =• • - = <p(a a " -J , S-). 

On trouvera de plus 

(t) — l 

a 2 == — 1 (mod,co). 

Cela pose, si to et v nc sont pas tous deux de la forme L\x 4-1, 

«p(« >s )= a +b (a + a*‘ + ...+ ** M ) 4-c ,(a“ 4 -+ . . .4-a a “~ 2 ) 

. + [ a' + V (a 4 - a“ 2 -+-... 4- « a ” _I ) -I- c' (4- 4-... 4- a““- s )] (s 4- 

+ [a'+ i'(ct +«»’ + ... + +£'(«“+ s 4 ' +... + a*"- J )] (s K 4- 

ou, ce qui revient au meme, 

2©(a, q)— ia — b — c 4 - (b — c )(a — a a 4 - a“ 2 — .. . 4 - a 0 *' 1 - 

4 - [2a' — 6 ' — c' 4- (b’ - c’) (a — a a 4 - cc* 2 — . . . -t- a““-— ot a “- 2 )] (s ■ 
4 - [2 a’-¥-0"+ (b’~ <*)(<*. — a a 4 - a a ““ 5 )](s“- 

ou enfin 

49(a, 5) = 2(2« — b — c) — (2a' — b' — c') — (2a" — b" — c") 

4 - [(2a'— b'~ c') — (2 a "— b "— c")] (s — S K 4 - s' 1 ’—•••■+■ s“ v_ 
-+- [2 {b — c) — {¥— c') — (¥— c'O](a — a a 4 - ot“ 2 —.. .4- a a “~ : 
4 - [(&' — c') - ( b" — c")] (S — s“+..?» v - 2 )(a — 

Si Ton fait, pour abreger, 

A = 2(2 a — b— c) — (2a'— 6'— c') — (2a"— — c"), 

B=2 {b-c)-(b'— c’) — {b''—c”), 

C —2 a'— b'-c' — (ia n — b" — c"), 

D = (*'—— c"), 

les quatre nombres A, B, C, D seront tous pairs, ou tous imp 
1 ’on aura 

4 <p(a, s) = A-+-B(a — «“ + .. . — a 02 * -2 ) -+-C(s — s“ 4- • • • — S 
-+-D cc — cc“ 4 -.. .— — s' 1 4 -.. 


(10) 



MKMOIUK SI H I, V THKOUIR 1)ES NOMBllES. 15 
Si v ot i«j rtaiont tons tli 1 iix iii‘ la forme f\x 4- i, alors ['expression 

>i■*.<;> ■ ?t* 

so roduirait ii uiio puissaitoe entiero do p, et I’equation (10) prendrait 
la forme 

in) “ A, 

on snrlo iju’on aurait 

It ti, E “O, ,1) <>, 

L*trHijuo m vt v no sont pas tcius doux do la t'ormo t\x ■+• i, lc produit 
%o rod (id i> into pni**a»oe entire do p. On a ’d’aillours gentlemen t 


m — t 


111/ 


- r # * 

')* (-») ‘ *>. 

V - J 


J t< 


«-'•)* ' (-«) a v. 

III* j»|n*. im tirora do {‘equation (to), on y romplagant succossivement 
% par a‘* ot ; par 

\ v < ». r? 

1 

, \ . 

Hr a. - 

!>(*- 

- «•* * ... -x*"') 4-... 

• --*“ M ‘)(i —«" 4-. 


- V 

II i * 

*' -a*" *) 4- 

I « 1 i 

| 


lit« 

’)(«--«* 4*...-6“’ ')• 

f f 

i \ - 

Iti a 



* 

lit* 



Of 1*011 Iriiuvoni: r on supposed w ot v do la formo ( { x + i, 

> *,i> a* '.<> ?(*,«•’)•"<?(« 

>e* on Htijipnsant v do la formo \x +* i ot w do la formo hx 4- d, 
A*.t* vi*.s •>. 

f on M.pposant v do la formo \* +■ * «* *> (1 '‘ la forroc + 

'AX ?(*.<“)'-?(* 
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4° en supposant v et co de la forme l\x -+- 3 , 

® («“, s' 1 ) = ©(a -1 , g -1 ). 

Done, si Ton fait generalement 

(14) ?(«.s) ?(a -1 , s~‘) =/>*> 

on aura: i° en supposant v de la forme l\x+-i ot w de la forme 4 

(15) />*=©(«, s) = ®(a, s“) ?(«“, s !t ); 

2° en supposant v de la forme l\oc ■+■ 3 et a> de la forme [\x -+-1, 

(16) p k = ©(«, «)?(«, S K ) = <?(«*, s) ®(a a , S“); 

3 ° en supposant v et w de la forme l\x 3 , 

(17) p k ~ ®(a, s) <?(«“, s' 1 ) = s“) cp(a a , s). • 

Si maintenant on substituc dans les formules (1 5 ), (16), (1 
valeurs de 

Q(a,s)> Q(<* a , s)» Q(«, s“)> QO a ,s' 1 ) 

tirees des equations (10), (i 3 ), on trouvera, en availt egard ai 
mules (12) : i° en supposant v de la forme L\x h- i et co de la 
!\x -+- 3 , 

(18) i6p ,: = A 5 -+- coB s -+- v C J -t- wv I) ! , AC - 4 - wBD = o; 

2 0 en supposant v do la forme L\x -+- 3 et u> do la forme l\x -\-i, 

(19) i 6 p k =z A ! -t- &)B 2 -l- v C ! -l- wv I) 2 , AB-+-vCD = o; 

3 ° en supposant w et v de la forme L\x -4- 3 , 

(20) — uB'-+ vC ! + uvD*, AD —BC = o. 

On verifie les equations (18) en prenant 

A = § 3 , B = 6s, C=—wye, l)=yo 

et, par suite, 

,fi ,,A-- / ^2 , ,,,2W£2 _l_ ,„,„,2\ 


l O l\ 
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ou 

A moo, B — 6s, (] = — ys, I) — yd 

at, pa r suite, 

t ! I (!/)* ■— ( MO* -+-£*)( <u6* 4- v-/ 3 ) . 

On vorifia las equations (ip) <>n prenanl. 

A S3, B = vys, <:=—6s, I) = yd 

at, par suite, 

('* -0 i (>/)* t= (3* 4~ vs’) (6 5 + M'jy 1 ), 

(HI l)i(Ml 

A vS3, B ys, 0 = — 6s, I) = y3 

at, par suite*, 

('•»») i (>//' = (v3 3 4 - s 3 ) (v6‘ 4- uy ’ 1 ). 

liniin, on verifie le*s aquations (20) an pranant. 

A =; 63, B 6s, 0 = yd, I) = ys 

at, par suite, 

t*-*5) :x (3*4- ws 3 ) (6*4- vy*). 

Applications. — Supposons, pour lixer las ideas. 
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on trouvera par suite 

/ . . _ e.e* -r . 


cp(a, $) — 0‘(a, g) 


<p(« ! ,s) = £?(<**, s) — 0 err 1 ~ R-i r i*.h> 


)(a, S 2 ) = ^( a > ? 2 ) — 


: H7,—2 — ^7,1 


0 , 0_7 ~ _ r> 

a>(a 2 , <g 2 ) ^^(a 2 , <r) = —h - — 1 ^ 2 , -7 — R 2 , 8 * 


Cela pose, on aura 

pkzzz <p(a, q) cp(a 2 , 5 ) = <p(«* $ 2 ) ?( a2 > S s ) — Ri,4.Ru,n = 1 ^ 7 , 13 ^ 2 ,8 = /^ 


et la formule (21) ou (22) donnera 

( 27 ) i6p= (<5 2 -+- 3£ 2 )(6 2 -h i5y 2 ) 


ou 

( a 8) i 6/? = (2 2 -+-3<5 2 )(36 2 -4- 5y 2 ). 

Revenons aux formules (io) et (i 3 ) et supposons v de la i 
lix +1 et (o de la forme kx + 3 . On trouvera : i° en prenant 

A = 63 , B = 6s, C=—wg/£, D = y 3 , 

f 4<p(*,«) =[3 + £(«-« a H--..-« a ““ I )][S + y(s-s'‘- f ----- s “ v ‘ ,)(a--<: 

•) 4 ? («, S -) =[3 + £(«-a“-H...-«““- > )][S-y(S-S'‘-H...-5'‘ V - , )(«- = 

(29) 4 ? (a«,s) = [3-£(«- a “H-...-« a “- J )][S-7(e-?“ + •• — s“ M )(«- e 

( 4 ® (a«, c ») = [3 - £ (a - a“ 4-... — a“—*)] [6 4- y (c — s“ -b • • • — S ,lV_l ) (« — « 


(So) 


Si Ton prend, au contraire, 

A = w 63 , B = 6£, C.= — ye, D = y3, 

on aura 

4 ? (a, s ) =[£-3(aa a< "~ 1 )][ 6(oc — »« + • — 7(« “ 

4 ®(a, s“) =[£ — 3 (« —6(a — x a -h. .a a “ - ’) 4 - y(s - 
4®(« a , s) =:[E 4 - 3 (a— a“ 4 -...— a a ““' l )][—^( x &“-+-••• aa ) 


a —r 


£ 


• a i 


_u V /V 
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Dans les equations (29), ( 3 o) on peut toujours supposer £, 0 premiers 
entre eux et faire passer les facteurs communs qu’ils pourraient avoir 
dans 6 ety. De plus, si les quatrc nombres A, B, C, D sont impairs, 
6, y, 0, s devront Fetre aussi, et 1’equation (21) se partagera en deux 
autres de la forme 

(3i) 4/P* = we*, 4p*’= 6 2 -(-vuy s , 

on l’equation (22) en deux autres de la forme 

(3a) 4 £ a -+- kp k ‘— m§ ! 4- vy 5 . 

Si, au contraire, A, B, C, D sont pairs, 6 , y seront impairs et les 
equations (21), (22) se partageront, ou comme on vient de le dire 
lorsque 0, £ seront impairs, ou dans le cas contraire, ainsi qu’il suit : 

(33) yp*'=3 2 -Hwe 2 , Ap A '"= (!) > 

(34) + 4i>**=<a(®)*+v^y. 

Ajoutons que Ton determinera facilement p h ” en cherchant la plus 
haute puissance de p qui divise simultanement les deux produits 

<p(«, s)<p(a,?“), ®(« a , ?)?(«“, s“), 

qui se reduiront, si Ton admet les formules (29), a . 

* — (6 ! -l-y(ay ! ), 

rt) 

— £ ( a — .. — a a“- 9 )]*(g*4-veoy 2 ), 

et, dans le cas contraire, a 

_L‘r E _ $(« — oc a -h... — a a *“ 3 )] (to6 a -h vy 2 ), 

i6 L 

— — [e —J(a — a*-4-.. a**- 3 )] 2 (G)S 2 -h vy*). 

16 

Supposons, comme ci-dessus, 

a) 3, v = 5, wv ~ 15; 
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on aura 

<p(*>s)©(«, S“) =Rl ,4 RT.U—^ n 7, 3 2 

•*•*14,11 

<P(*“> 5) ©(«“» S“) =Ri4,iiRm —P Vi""' • 

-* *-13,7 

Done alors k"=i, et comme on a trouve k — i, on aura necess 
ment k'= o. Par suite, la somjne 

O 2 +- MS 2 OU S 2 -(-w3 2 


se reduira necessairement ou a l’unite, ou a 

4 — i (o — i -i- 3 


et les nombres S, y verifieront l’une des formules 


4 


4/> = 6 2 +j5y 2 , 


= 3 S 2 H- 5 y 2 . 


4 P : 




4/^ = 3 


@ 

2 


2 

-4- 5 


IV. 


D’ailleurs, les seconds membres de ces dernieres formules ser 

g y 

divisibles par 8 si 6 et y ou- et £ etaient impairs, tandis que les 

miers membres sont divisibles seulement par 4- Done 6 et y ou - 

doivent etre pairs et Ton peut resoudre en nombres entiers l’un 
equations 

p = sc i -hi5v i , p = 3x*-+-5y*. ■ 


Or, comme on a generalement 


on en conclut 


a? 2 =±: i (mod.5), 

3a: 2 -t- 5/ 2 = ± 2 (mod.5). 


Done p etant de la forme iBx + i ne pourra etre en meme tern 
la forme 3a? 2 + 5 y 2 , et tout nombre premier de la forme i5a; -+-1 
fiera la formule 
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II reste a trouver la valeur de x. 

Or, d’apres cc qui vient d’etre dit, on aura : i° si Ton si 
-+- o >£ 2 = i , 


i6p — 6 2 + i5y 3 = i6(a: 1 -i-15 y 1 ), 


6 2 6 2 „ 
76 - 7 g(^-+-ws 2) J 


^=I6 (52+U£i); 


2° si l’on suppose o 2 4- a>£ 2 = 4, 


x 


4/) = S 2 -t- i5y s =4(« ! -t- i5y i ), 

6 2 6 2 „ -v 2 

76 = T6 (3S+0)e!) ’ r 2 =^(^+^ 2 )- 


On aura done, dans tous les cas, 

^ s =!g(d J -t-W£ 2 ), J 2 =-^(a 5 4 -&)£ S ). 


D’ailleurs, on tire des formules (29) et (26) 

9 (a, g) 9 (a®, g“) = Jq ($ 2 4- cos 2 )[6 - 4 - y (s — 5“-+-. .. — g ttV_i )(a — a a -\-...— x a “~‘] 
<p(a a , g) 9 (a, g“) = dg (d 2 4- ue 2 )[o — y(g — g tt 4-. .g“ v ~’)(a — a a -+-.. 


On aura done, par suite, 


j(R«,hR7,i*H- Ri,*Rm) =x 1 — wy'—x* — i5/ s , 


puis on conclura, en rempla^ant p par r, 


x i — i5jy 2 = -n ]( ,n 2 , 8 (mod./?) 

et, conune on aura de plus 

a; 2 H-i5y 2 =o (mod./?), 

on trouvera definitivement 
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# 

Exemples. — Supposons p = 3i. On aura 


m = 2, 

„ 5sj(5ot-~i). . .(4bt-4-i) __ 10.9 , 

11. 4= -Q ! -’- - , - IjO = 1^, 

r .2.3 . . .751 1.2 

I 073 j( I 073 J — i) ... (8TIT -+- 1 ) 2O.i9.l8.i7 * 2 

n, 8= -------*- -= - * 0 -7-— —5.J9.3.17 ==9, 

I . 2.3 . . 2 73J I .2.3.4 

■** = ^9-*4 3® £9.7 si=.6 = -i5=-i5j 2 . 

Done 

/? zi x 1 + 1 5y 2 — 16 + 15 = 4 2 4- i 5. i 2 . 


Supposons encore p = 61 . On trouyera 




n M 


20 


.IQ. l8.17 ^ o ^ 

- ^—3—7 - = 5 . 19 . 3 . 17 = 5-7= 35: 


I .2.3.4 


„ 4o.39.38.37.36.35.34.33 r .5 0 o 5 

u >*= — i. a . 3 . 4 . 5 . 6 :y. ' 8 — = 5 . 17 . 19 . 33 . 07 . 39 =-. 


1== i n n - 2 =_ M SI =_6o 

^ — 4 1,4 2,8_ 242 16 


Effectivement 


6i=/> = i-|-6o=;i s +i5.2 2 . 


Ea general, v etant de la forme L\x -+- 1 , co dc la forme l\x - 4 -( 
0 , e etant supposes premiers entre eux, on eonclura des formules ( 

(за) ou (33), (34) qu’on ,peut satisfaire en nombres entiers a 1 
des deux equations 

(зб) 4p*'= X ! + vw Y 2 , 4/> a '" = vX 2 +c)Y 2 , 

et comme les seconds membres dc ces derniercs seraient divis 
par 8 , si 

V -+- CO OU I -+- VO) 


etant eux-memes divisibles par 8 , les deux quantites X, Y et; 
impaires, tandis que les premiers membres sont seulement divisi 
par 4 ; on aura necessairement, dans cette hypothese, 
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Dans cos diverses tommies //" est la phis hauto puissance do p qui 
diviso simultanomont los doux produits 

(38) <?(«, 5) ?(«, ?“), <p(»'*, «)¥(«“> 5“)- 

Soit d’aillours p x la plus haute puissance do p qui divise simultanc- 
nient, les quatre expressions 

(3cj) ?(«,«), <p(<x, s“), f(a u , «), ?(«“,«“). 

X, X scront divisibles par p x ; et, on pnsunt 

\ ~ /P a-, Y ~p l y, 

p. : = k" - 

on tirora des Ibrinules (3(i) 


(4«) 


4 p\ l = a:* - 4 - Vh\y ' 1 0 u 4 = *v j* 1 ■+• wy 1 . 


D’ailleurs, /> otant do la forme- vca.r i, la seeonde des equations (/|o) 
no pourra etre verifiee (ju’aufant quo Ton aura 


et, par suite. 


vx *4 (mod.M), 
My* ■ 4 (mod.v) 

hi 1 

v a f (mod, 

V_t 

m~* 1 (mod. 1 ) 


ou, co qui revientau memo. 


Done, si 1’on a 
(40 



M 



1 » 


on no pourra satisfaire a la seeonde des fonnules (/ 40 ) et I’on aura 
neeessairement 


(4a) 


4 pi* -= X* ■+■ VM ) ,S . 


Application. — Suit co = H. Alors, si v est do la forme i 'xx -+- 5, on 
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aura 



i 


et, par consequent, on pourra verifier, en nombres entiers, l’ec 
tion (42)- Mais, si v est de la forme 12X -+- 1, on aura 



et I’on pourra seulement assurer que l’une des equations ( 4 o) 
resoluble en nombres entiers. 


Exemple. — Soient 


1 = 3, V = I' 


GOV = 51 . 


On trouvera 


u — 3, a — 2 , 

u — 3, ii~ = — 8 , u z ==— 7 , iu* =—4, =5, u* = — 

—3, u 10 == 8 , u u ~ 7 , . « l2 = 4» « 13 = — 5, m u = 2 , 


_ x _ 1 

v 17 


-r (mod.3), 

4- v v( /i — m ) = a m — 17 (h — u ,,l \ = 18 u m — 17 A ; 


^ ^18—17A ^9—17/a 030— 1 7 h ®18--17/t ^33— 17/* 042--17/* 021-17/* 0; 

017/* 


36-17/* 


§{OL h g t0 ) _ ^3-17A ®27—17/t 039-17/* 045-17/* ^48—17/* 024-177* 012-17/* ®fi-17/* 


0 


17/* 


puis on en conclura 


9( a > s) 


0 l 0 43 0 I3 0 49 0 1 ( 5 0 2 r> 0 4 0 19 


0 i 


02 02 

- P P P P W 1 7 W 0 

- 111,16 A *43,25 *'13,4 *U9,19-0- 


<P(«,s“) 


M7 

^1,16^43,25^13,4^49,19® 17 — R^IG ®-43,25Kl3,4 1^49,19/^17,171 

®37 ©ID 022 028 031 07 046 04 


0 i 


: 37,31 1^10,7 1^22,46 1^28,40 01 7 

: 1^37,31 H*1 0,7 ^22,46 ^28,40 P Rl7,17 


9 ( a2 > ?) 1^50,35 H-8,26 1^38,47 1^2,32 1^34,34? 

CP (oc^* C W —— 111/, f) A R A. I U R|)0 K R O O 14 D R O /. o . 
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En d’autres terraes, on aura 


(43) 


?(«>«) 


pi, Rt3.25B 49i | 9 

Rt0,35 1^38,47 Ra4,34 
Rj7,3l Rj5,U R« 

R», ,44 ^34 ,34 


<p( a * g n) ——- p'i ll 37,31 1*22,46 1*88,40 


9 («*,s) —p* B * 0 ,| , - B * , B 7 R**‘ i,t » 

1*43,25 tv 49,19 


ffl(a 2 , s“) =: p 4 


R41.44 R 


41,44 »34,34 


B,31 Rs2,46 R 28,40 


Or, la plus haute puissance de p, qui divise simultanement les ex 
sions (43), sera p 3 . On aura done 


3. 


De plus, les produits 


?(*» «)?(«> S"), ?(«*, ?)cp(« J , S“) 

seront l’un ct l’autre divisibles par p 3 . On aura done 


/,"= 7 , 


* p=zik" —2X = 7— 6 = 1 

et Ton pourra resoudre en nombres en tiers l’equation 
(44) 4/? = 4c ! -h5i/ 2 . 

On trouvera d’ailleurs, en raisonnant comme plus haut, 


- a n n,,,, il. 96 il 


et, par suite, 

(45) 


_ £ n,4 | , 9 II, 3i 5ll23,tl 

10,7^7,17 I-®- 8,26 H-2 7 3 2 

_ 1 n 14,20 ^29,5^23,1113-1,16 Pl3,4 

2 n 10 l 7 n 8 , 26 n ai32 


• 5i/ 2 


Hj, 16 H-4,13 XIg,291^11,23 Hi 


■11 2.32 H-7,1 J H-8,3 


En general, lorsque w est de la forme 4^ + 3 et v de la f 
4a?-Hi, on peut decomposer ^equation ( 21 ) en deux autres < 
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forme 

(46) 4/>*'= <3 2 -t-cos 2 , 4/> 4 '— 6 2 -H vwy 2 , 

ou l’equation (22) en deux autres de la forme 

(47) 4/)*'= co«3 a H- £ 2 , [\p k ’=. co6 2 -t- vy 2 . 

Car, chacun des binomes 

6 2 h-w£ s , co6 2 -(-s 2 , S 2 +vcoy 2 , w6 2 -l-vy 2 

sera necessairement impair ou divisible par 4 et, si l’un d’eux 
impair, les deux termes de l’autre binome dans la formule 
ou (22) seraient pairs et divisibles par le facteur Zj* qu’on pou 
evidemment faire passer dans le binome impair. Ajoutons que 
pourra toujours supposer 0 et e premiers entre eux ou n’ayant d’c 
commun diviseur que le nombre 2. 

Cela pose, soit toujours p x la plus haute puissance de p qui d 
simultanement les expressions ( 3 q). p k " sera la plus haute puiss 
de p qui divise simultanement les produits ( 38 ). Ou aura d’ailleui 

k'=zk — k’, 

et Ton po.urra resoudre l’equation 


(48) 

vcojk 2 , 

ou 


(49) 

[^pk n — Ik— - V/ 2 . 


De plus, on tirera des equations (29) 
i6[_9(a, s) <p(a“, s“) 4- <p(«, s“) ?(a' £ , s)] 

i6[<p(«, s) «p(a, s“) •+• ®(a a , s) s' 1 )] 


= 2 (<5 2 —l- coe 2 )(S 2 — covy 2 ) 
= 8 y)*'-*- 25 - [x 2 — uvy 2 ), 

= 2(o s — cos 2 )(S 2 -h wvy 2 ) 


Q rtk 1 ' ( \ • 
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ou, ce qui revient au meme, 

y(«, s) ?(« a , ? u ) -+■ <?(«, s M ) s) 

<p(a, s) <p(a, ;“) 4- <p(oc a , s) 9(«“, s“) 

2 -p 

En operant de la meme maniere, on tirera des formules ( 3 o) 

<p(oc, s) <p(a a , s“) -4- 9 (a, s“) 9 (a a , s) 

2 j *<+*>. 5 

9 (a, s) 9(«, s") + 9(« g , g) 9(« a , j“) 

2 />*' 

Si, dans les equations ( 5 o), ( 5 i), on remplace p par r, on dedi 
facilement des formules ainsi obtenues et des equations (46), (4 
(48), (49) les valeurs dea?, y, 0, e. 


(5i) 


go x~ — vy- — 


• Co 3 2 : 


(5o) 


x % — vcoy 2 : 


3 2 — cos 2 


Eocemple. —. Soient toujours 


On aura 


co = 3, 

V z=r 5. 


©(«, s) = R-1,4, 

9(«“»«) 
k — i, 

1 = Rl4,ll> 

k'=0, 

9(«, s“) 
k*=i. 

- Rt,13> 

X = o, 


etles formules ( 5 o). donneront 

/ x- — i5/ s = 2 ( Ri,4Rj, 8 ■+* Rt,i»Ri*,ii)> 
(5a) | ^ Ri>R7,i+ _ 

( d- _ e _ 2 p 

De plus, les formules ( 46 ) et ( 48 ) donneront 
(53) 3 1 -t-3e*=4, « 5 -hi57 s = 4p- 


Enfin, on aura 


Ri,*Ru 


QEuvres de C . — S. I, t. III. 


^ 2 , 8 ^ 13,7 — P> 


8 
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et, par suite, les formules ( 5 s) se reduiront a 


x 2 — i5j 2 = 2 |^Rj,iiRn,u+ r" 7 “ 3 Rh' u / ’ 
R?,13 , Rl4,ll 


— 3 s 


R 


14,11 


R 


7,13 


Si, dans ces dernieres, on remplace p par r, on trouvera 
/ x % — 15/ 2 = 2ii Iit n 2i8 

(54) I . . /n, , -IL S \ (mod./;); 


3 e 2 


,il, 8 n,, 4 , 

puis, en combinant les formules ( 54 ) avec les suivantes, 


d® -+- 3 e a === 4, a; 2 -hi5y 2 =o (mod.jo), 


on trouvera 


! = —i57 2 sn,, 4 n 2i8 (mod./;). 


Ajoutons que la premiere des equations ( 53 ) entraine I’une des su 
positions 


3 2 = 4 , £ s =o, 

**=i, £ 2 -i> 


en vertu desquelles 
sc reduit a 4 ou a — 2. Done 
(55) 


5 s — 3 e 2 


5^ + H^ = 2 ou —i (mod./;). 

112,8 1 * 1,4 


Qdant aux valeurs de x, y, elles doivent etre paires pour quo la secon 
des equations ( 53 ) puisse etre verifiee. 

Prenons, pour fixer les idees, p = 3 i. On aura 


n ll4 =i4, II S)8 =9 (mod.3i), 

(mod.3i), 

d* = i, e 2 =i, 

==’—i5'4~ = >6 =—15 (mod.3i), 


J^ + 5^s5-i-i = 5-6s-i 

1L,8 Rl,4 5 


* 2 _ 


3im6-+-i5 = 4 i -l-i5.i 2 , 



VIKVHHKI-; St a l,A THKOaiK 1>ES NOMBRES. 
| , ivmms I'lii ori* p »‘u. On irmtvora 

H».« ~ (rmuMli), 

’■* *4 

H... .» 

It},i *» tj ’ 

J 4 . v* 

i*» S ' 4 * ... — (;l« t 

i *i 

!*t If l*M ,::r |5,U*. 


iiiiiitiiriiaiif tjue m niit de lit forme f\x ■+• t ot v de la 
liinitr \jp -i- i, l/rtjuitltmt (:i1) w ra divinible on deux autres de la 
Inrun* 

» > J|# 4 i 1 ,6* e wvy 1 , 


ini I*i»tjti;iii«*ti i >* 11 nt ilettx attire* de lit forme 
i > * if 4 -♦ i*» \t* k vS 1 h (»>y\ 

4, t ('Sant «!**% mmihru* mm ilivinihles par p. Si d’ailleurs p* tl6signe la 
plus limit'* pitt*wii»i*i* ill' p i|tii tlivist* siniultaiiomont S ot y, alors, on 

|ni%iilil 

P‘ ' • 7 /'*/• 

mi rciitiira la iln* inpialimm { ‘>t>) ou (%7) *i 

i , Ip 1 ' ; .r 1 i V'*u 1 


till turn it 


fi P§ 1 


\pk*--*u~s v.r f -r 4>/ f » 


liiilin* ,ni lieu de* furinttle* I oti ( !*>)* ou trouvera 


I V 1 * * !»** ■ ■ 

i » ■ /r %' 

i # > * \ % K 


!’• i* * 

r* • *" ■+■ 

|*i ! ; 4* « 

(V < *-.» i” 


- '* 11 € « y ()t a"a 

-<*: ‘ill*. -y<* • «" -• ■ ..-*«*■*)(« — «*•+•.• • 

+■■■ )|(i‘ */(* —a'* 4-.• ■ 

*tjj? i-yix-a" S... ~ *“* ‘)(i — 


> . 4 
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( 6 .) 


ou bien 

4<P(«, s) = [s 4- 3 (s — S'* -t- ■ ■ ■ — ?“■'-)] [— 6 (s — ... — s'*’"’) -+- y(a - a“ 

4<p(«, s w ) = [e — 3(s— s'* 4... — s' 1 '"- 5 )] [ §(s — s'* 4 ... — s'* v-1 ) 4 y(a— « a 

4 9 (a fl , s) = [s 4- 3 (s — s'* 4- •. • — s“ v_s )] [— 6 (s — S'*4. . . — s'*’' -1 ) — y (a — a“ 

4 cp (a“, S “) = [e — 3 (s — S“ 4. . . — s'*' -1 )] [ § (s — S'* 4-. . . — s“ M ) — y (a — a* 


puis on en conclura, dans le premier cas, 

X~ — GdV / 2 — 2 


(6a) 


• V£“ 


et, dans le second cas, 

CO/ 2 — 2 


(63) 


= 2 


<p(«1 

s) <p(a tI , 

-+- cp(a^, 

s) ©(«, 

s'*) 



pk'+A 



9 (a, 

. s)<p(«“, 

s) 4 9(a. S' 

4 ) <p( a rt , 

s") 



P k " 



8 

9 - 

s) ©(«", 

q u ) c ‘p(oc a , 

s)<p(«, 

s' 1 ) 

* 


pk 



9 (a, 

S) 9 (a“, 

S) 4 ©(a, s' 

*)©(«“, 

S'*) 


o/c" 


Eooemple . — Supposons 
On trouvera 


w = 5, v ~ 7 . 

« = 3, a — 2 , 


== _ = — 2 (mod.5), 


W w -+- P V ( /i — ) = M' #l — 1 4 ( h — U m ) = I 5 — I 4 /i, 

(a /4 , g w ): 


<§( „h r\ _ ^15-14/t @-5-l»/i 0-10—14// 


iS ( „h ~n\ — ®“l5“14A®5-14A®IO-14/t 


®~42/i 

42/i 


R, 


?( a >S) - R I» 16 Rll,17^4,9 Rl3,29 - f* p - . -i lr . iL , 

*'■34,19 *■'■24,18 *-'31,26 

ml ^ rn\ - P P P P _ „ R;i4,19 R24,18 R.31,26 

QJ^a, 5 ) - *1.34,19 *'24,18 l'26,31 *-*22,6 - P -H-J 

''13.29 

cp(a a ,q) — R-2,22 R 24 ,32 ^8,18 R 2 M 3 — P 2 — — 3 ~ ~ 6 ‘ 23 ? 

**33,13 *'27,17 

9 (^ a » s'*) —— R. 33,3 Ri,„ R i7 ,„R.,„ 

•*■'34,22 *' 26,23 
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et 

* = 4> *"=3, k'= i, a = i. 

On aura, par suite, 


X- — 

cov / 2 

OU cO/ 2 - 

- VX 2 =z 2 

/" 1^84,1 9 f^-24,1 8^31, 
\ 1^-13,291^33 

26 R-24,32 1^26,23 
,13 ^27,17 

4 - p~ X . . . 

<5 2 — 

■ V£~ 

OU £ 2 — 

- — 2 

f ^34,19 ^24,18^-31 
\ ^13,29^34, 

,26 R33,3 ^27,17 
22 1^26,23 

4 - /? 2 X . . . 

puis 

on en conclura 






— 35j 2 

ou 5 / 2 

— JX 2 ~ 

n 22 ,6 

n 1 M n 912 
n 2t22 n 818 


6 2 

— 7 E 2 

OU £ 2 

- a 2 -= 

J 

n ni, 16 n 1117 n 4 . 9 

n 2 , 32 Hg, 1 $ 

(mod./?) 




H- 22,6 

111,13^9,12 



On aura d’ailleurs, en vertu des formules (56), 

•+■ ’]t L OU E 2 -H 7 d*=4/ > » 

a; 2 4- 35 jj^ 2 ou 5/ 2 4-7 ix-={ i p. 

D autre part, p etant de la forme i5a? -+- 1 , on ne peut supposer 

5/ 2 -h ’]x % =[ { p, 

puisqu on en tirerait 

l x '=b 7 = (|;)> 7* = I (mod.5), 

tandis que 

7 2 = 49 = —1 (mod.5). 

Done, on aura simplement 

(64) . - 1 — 7 e s = a? 2 -f-35y 2 = 4ya, 

les valeurs de 

X 1 , J 2 , 3 2 , £* 

« 

pouvant etre determinees par les formules 

^ 46 ^ 1147^9 

D-22,6 n 2 , 22 n 8 , 18 

^ 149 ^ 1147114,9 H242 Us ,18 

H224 n M3 n 912 


■ x 2 ~ 35 /- = 
d~ = j s~ == 


(65) 
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Si Ton eut pris, au contraire. 

Cl = 7, vr=5, 


on aurait trouve 


u — i, a — 3, 

(7 = ^=3 (mod. 7 ), 

5 

u rn ~\- w{h — a m ) — j 5A — i4 

015/1-14 015/i+14 


#(«*,c) 


©soft 

© I 5 A -+-7 © 15 / 1-7 


<p(*.s) = 

<p(«> S“) = 



V “ > * ) 

“ 0,9* 

0 , 

0—6 0J6 09 011 04 

^ Rl, 29^16,9^-11, 4 ^ P 


©30 ©23 @15 

©2 

2 08 0o 09.3 0 3 2 018 

~ R.22,8 ^2,23 ^32,18 == / ? ' 


©30 ©25 ©15 


<P(a“>s) 

— 1^34,6^19,261^24,31* 


r 3! 


'13,27 **33,12 


g u )=p 


Rl3,27 ^33,1 2 


( 66 ) 

(^7) 


1 ^ 32,18 

k = 3, k”—iy k ! =2 2, X = o, 

4/? = ^ 2 -h 35j 2 , 4/> = <5 2 -+- 7 s 2 , 

# 2 = 35j 2 = ^—^4^— n.^n^iin^ 

a* s 78 * = 5 «jf!t«n 1 , lt n Ui ,n ll , 4 . 

** 3,17 


II est important d’observer que les equations (65) peuvent etre 
sentees sous les formes 


#* = 35/*= — [<p(ot, ?“)?(«“> s) -t- <p(«, s) <p(*“, s“)] 




©6 ©26 ©31 ©34 ©19 ©24 ©22 ©2 ©32 ©8 ©18 ©23 


©28 ©7 


©21 © U 


>j _ « _ 1 /©6 ©26 ©31 ©34 ©19 ©24 ©27 ©17 ©12 © 13 ©33 ©3 

7 ~ P 3 \ ©28 ©7 ©21 ©74 


(68) 


63 


MEMOIRE SUR LA THE OR IE DES NOMBRES. 
On tirera, au contraire, des formules (67) 


(69) 


x 1 = 35 y- 


= [?( a > s“ )?(«*> s) -+- <?(*> s) <p(« a »«“)] 

_ I /©34 ©]9 ©24 ©6 ©26 ©31 ©22 ©2 ©32 ®^® 18_®23 

= 7V e.eio®io ©3 o©2s®is 


d 2 = 


7 s 2 


= J } [«p(«“, s) <p(a“, S“) 4 - <p(a, s) <p(«. «“)] 

_ 2 / ©34©I9 ©24 ©6 ©26 ©31 ©13 ©33 ©3 ©27 ©17 ©12 -+-••• 

~ P\ ® 3 0,« 020 ®5 ®10 ®20 


Or, la premiere des formules (68) coincide evidemment avec la pre¬ 
miere des formules (69), attendu qu’on a 

P 3 &28 ©7 @21 @14 —/>* — /> 2 ®S ©10 @20 @30 ®25 ©IS- 

Quant a la seconde des formules (68), elle fournit des valeurs de 0, t 
distinctes de celles que fournit la seconde des equations (69), et si, 
pour plus de commodite, on designe ces derniferes par 


on aura 



, ©28 ©7 ©14 ©21 _ />* 

d* e s * (©sBioQio) 1 (® 5 ®io® 2 o) 5 


P' 


P': Ri,. 


1 Rjo. 10 — n ?,io- 


Ainsi les equations 

(70) . 3 2 + 7 e 2 = 4 p, 3' 2 + 7 £ ,i = /i/> i 

seront verifiees simultanement de manifere qu’on ait 

(70 £»£ = “!.,. 

Exemple . — Supposons p = 71. On aura 

71 .= 64 H- 7 — S 2 h- 7. i 2 = (8 -4— 7 2 \J‘— 1) (8 7 2 sj— i )> 

7 ,*=(8 + ,t v f= 7 ) , ( 8 - 7 »^)| 

= (s 7 ■+■ 16. 7 T \/—"*)(57 — 16. 7 2 \J— 1).— 5 7 s h- 7 . j 6 2 , 
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et l’equation (71J donnera 

^y=i6 2 =IF 5(10 (mod.71). 

Effectivement 

57=58.16 (mod.71) 

et, de plus, 

„ _ i5ra(i5ra — 1).. .(iow 4 - 1) _ 30.29.28.2 7.26.20.24. a3 .aa .a 1 _ _ 

n5 ’ 10= 1.2...ora — 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 — 

Supposons enfin que co et v soient tous deux de la lorme l\x -+- 
Alors, en posant 

A = 63, • B = §s, C = y3, I) = ye, 
on tirera des formules (10), (i 3 ) 

4 ©(a, s) = [3 4 - £(a — « a +...— -+- y(g — .. — g u *~‘ 

4 9 (a, 5 ") =[J + £(a — tx a - 1 -.. - — a"'"" 3 )] [6 — y (g — g" H-... — s “ v ~ 3 

4©(«°, s) = [3 — £(«—«*+...— [6 -I- y(s — s“ v_J 

4<p(a°, s“) = [3 — £(a — a a H-... — a' 2 " -3 )] [6 — y (s — S“+ • • • — s'* v—a 

De plus, comme, dans la formule ( 25 ), o 2 -bcos 2 ne peut etre imp£ 
sans que 6, y deviennent pairs l’un et l’autre, et qu’alors on pout fai 
passer dans o 2 et e 2 le facteur 4 commun a £ 2 et y 2 , on pourra toujou 
partager la formule ( 25 ) en deux autres de la forme 

(73) bp 1 '’ — 3 2 -t- coe 5 , 4p*'= 6 2 -+-vy 2 . 

On pourra d’ailleurs supposer 8 , t non divisiblcs par p; et, si l’i 
nomme p l la plus haute puissance de p qui divisc 6 et y, alors, 1 
faisant 

6 ~ p^x, y — p^y, 

on trouvera 

( 74 ) ! i p k "-^—x i + vyK 

D’autre part, il est clair que p k " sera la plus haute puissance de p q 
divise les deux produits 



<p(*> s)<p(«, S“), («“, ?) ©(«“, S' 
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et p x la plus haute puissance de p., qui divise simultanement les 
expressions 

<p(«, s“), y(« a , s), y(a“, s“), 
et 1’on tirera des equations (72) 


■vy-= 2 


y (g, g) y (oc a , g) 4- y («, g«‘) y(a a , g“) 


( 75 ) 


riA ,r -(-2) v 


= s)<p(«, s K ) + y(ot g , s) y(a a , g B ) 


Exemple. — Prenons 


On trouvera 


w = 3 , 


a=z 2, m = 3, 


^ = - = 1 (mod. go), 


w m +pv(/i — -+■ 7(A — u m ) h — 6 u m y 


§{0L h g) —- A-6 @7/1—12 @7/1+18 ^ 

@21/l 

$(a h , g lt ) = ® 7/H - G @7ft-ns@7A-ia ^ 


0 


21/t 


<P(«>S) 


Qi Qi 8 

e.. 


—Z^Ri.ie —/>Ri,i6) 


y(g, S ») 


: /* 1 ^ 10,13 - 7 ^ 13,19 - 


0 8 0 2 011 ^ T > T> 
?( a J 5) —= jrjjp - P R 2 ,8 PR 8,11 ^ t^2,l 1 > 




-/>R 2 o, 5 -7^5,17 -/>Rj 0 ,17* 


Ainsi Ton aura 


?(«>?) 

_ P 5 

R 20,17 

y(«, c“) 

— PR 13,19 > 

®(« s , s) 

P* 

<P(«S «“) 

= P R20 ,17 9 

Rl 3,19 

k = 3 , 

k' = 3 , 

A'=: 0 , 

A = I 


OEuvres de C, — S. I, t. HI. 


9 
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et, par suite, 

(76) 4 = d s + 3 <- 2 , [ i p = x i -+- -jy-, 

l x* = — 7 y " ^ R13.19R20.:7 = ^s,sD|,k 

( 77 ) | I 3-5\ _ ^1^19 1 ®S0,I7 _ il-2.8 n i4 

( 2 ^° J_ R„,t 7 Ri*,..~n M ^n 2 , 8 ‘ 

Supposons, pour fixer les idees, p = 43. On aura 


VS — 2 , 

rr _ 5 ®. . .( 4 ® H-l) _ 10.9 _ rt , __ 

U I,4— -— -—- — ——— L |D = 2, 


11-2,8- 


T05T. • .(8GTH- f) 
I .2 ... 257 


2O.i9.l8.17 

I.2. 3.4 


3.17.19.5= —14, 


4 



28 

4 


— 7 ~ 36, 


i (52 _B s 2 )^_ 7 _i s - I) 

<5 2 — 3e s = — 2, 3 s -t- 3 e 2 = 4 

et, par suite, 

3*=i, e~ — i, ya; 2 =36, -y 2 =ri. 

4 2 y 


Effectivement 


43 = 36 -+- 7 = 6 2 -+- 7. i 2 . 


II est bon d’observer qu’on aura encore, en vertu des princi 
etablis dans le paragraphe I, 

( 78 ) ^ 2 =n 2 , 6 . 

Done 

( 79 ) Rj,* = Ri.tDj.s- 
Effectivement, si Ton prend p = 43, on trouvera 


n 3 


18.17.'6.i5.i4-i3 
1.2.3.4 5.6 


= 6 . i3. 14.17 = — 12 , 


n 2 b = i44 = i5=— 2 8 = n, jol„. 
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On aura d’ailleurs, en vertu de la premiere des formules (j 5 ), 
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_j _2_ P~ (^\ ®I8 ®2 ®8 ®ll , ®5 ®2<l ®I7 ®10 ®t« ®1» \ 

ly ~~ 2 ^ 0 21 0 21 + “0^ 0^ / 

™'= T (®' «>' e " x *■ »• 8 “+ »,e.e„xe,8,e„ )’ 


tandis quo les principes ci-dessus rappeles donneront 


^ iy ' ~ p> ( 0 ‘ 0 ‘ ^ 0? 0| 0? 


En general, on verifie l’equivalence 


v = — (mod. w), 


lorsque co est premier, en prenant 


Done la formule (x) peut etre reduite a 


, r, , i. , 0 1+ v”-’(/i-l) ®» I +v“- , rA-i» !l >* • 

(80) = -g-’ 

' U V »-'LZ1/, 

2 

et la formule (2) a 

(8 I*) ^(a A ,s tt )= -H- 


Par suite, les divers facteurs que renfermera le numerateur de la frac¬ 
tion equivalente a <p(a, <;) seront de la forme 

0 a i’n 4 _V w “' l (a am> — »*“)• ^ 

De meme, les numerateurs des fractions equivalentes a tp(a, ?“), 
<p(a“, ?), cp(a a , ?“) auront pour facteurs des expressions de la forme 

0 M a»»+t +v w —1 ( a sm f B »«+i >, 

©,^>n - hV <,> “ 1 (« 3m ' +t -« 9m )» 
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Cela pose, il sera facile de determiner les nombres ci-dessus design 
par 

k, k', k", l 

si Ton parvient a trouver combien il y a de nombres entiers de chacu 
des formes 

B !m +v u-l( a ! m' — U i,n ) 9 U inv+-1 +V u>-I( a im' _ w 2m+l^ 
( a 2m4-l_ u im ), u 2m+1 -h V a, - 1 (a im ' +i — ll - m+1 ) 

entre les limites o, -• 

2 

§ IV. — Suite du mime sujet. 

Supposons, comme dans le paragraphe II, 

n = a>v (v etant un nombre premier), 

p — 1= /l3J = wJj, ^ == WCT > 

et soient 

<?> «, s 

des racines primitives des equations 

X n = 1 , X a) “ 1 , X v —l. 

Soient encore 0 , -r des racines primitives de 

X? — I, xP~ l = I 

et t, s, u des racines primitives des equivalences 

(mod./>); a; v =i (mod.jo), a: v-1 =i (mod.v). 

So it enfin 

‘ _ I 


V 


(mod .o>). 
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6 : 


On aura 

g(0L h , s) = f (cc h , $“ 2 ) = §(a. h , s“*) =.. .=•# (a A , s“ v- ’) 

_ 1 ) — H 3 ) t)/.' I’V;' h- u') ' • • Rtt v ~ 3 -+-PV[A—M V “ 3 ) 

R V ( V — 11 ; 

§( 0 L h , S“) =^(« / ‘,s“*) =#(a A , s“ s ) —.. .= ?(a A , ?“’“*) 

_ ®ii-t-tn|(/*—it? ®itM-tiv(A—it 3 ) R» 5 +pv(/i— it 5 ) ■ • •®u'- t -*-w(h—tt'*- s ) 

® , v[v.- 1) A 


Si co est un nombre premier, on pourra prendre 

(; _ v tO-2 < 


Soit d’ailleurs a unc racine de 1 ’equivalence 


et faisons 


On aura 


x M ~1 = 1 (mod.w) 

<?(«> S) = ^(0=, s)$(<x a ', s) $(x a % s)• • .#(a a “~ s , s), 
X(«> S) = 9 (a, ?)?(«“, ?“)• 

X(«>«) = ?(«»«) ?(« a 2S B )=X(«“2S“) 3 
x(*“> S) = ®(« a , s) <p(«, S K ) =x(a, s“). 


Obseryons maintenant: i° que a et u verifient les formules 


to —1 V —1 

a s = — i (mod.w), u 2 =—i (mod.v) 


et que —seront pairs ou impairs, suivant que co, v seront d 
la forme !\x ■+• i ou l\x -t- 3 ; 2° que, dans une expression de la form 

on peut remplacer m” 1 par un nombre Equivalent a suivant 1 
module v, et a m ’ par un nombre equivalent a a*' suivant le module co 
On en conclura sans peine : i° que cbacune des expressions 

<p(a,s), •<?(*“,?)> ?(«>«“)> <?<«“> , S K ) 
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se reduit a une puissance de p lorsque v et w sont tous deux de 
forme 4# + i; 2 0 que les expressions 

<p(«>s) ©(«“, g“) = %(«, ?) —x(cc a ,q u ), 

®(*°> S) ®(«, S“) «) =%(<*, S“) 

se reduisent a des puissances de p lorsque v et co sont tous deux de 
forme 4 ^ + 3 . Mais si des deux nombres c*>, v 1 ’un est de la for 
l\x •+■ 1, l’autre de la forme l\x -+- 3 , ce sera seulcmcnt lc produit 

qui se reduira a une puissance entiere de p. Alors, si 1 ’on fait, pc 


abreger, 





S — 4 s “ 2 —.. 

^ _|_ g ^ V ~ 3 _ 2 

= A, 


a — ct a 4 - 0 L a ‘ —.. 

, . 4- a “ w - 3 — a aw " 2 

<1 

1 ! 

on aura 





3 A — 1 


A _ i~ j 

g +{“’ +.. 

. -4s tt 3 =- 5 

4- s“ 3 4 .. 

. 4 S wv " s = 


2 


2 

a 4- a a2 -K . 

A'—1 

.-4a^“ 3 z= \ 

a a 4 a ffl3 4 . . 

A'4 1 

. 4a aw " a = 


2 . 1 


et x_(a, ?) sera une fonction entiere et lineaire cles>polynomes 

S -b -K . . -b g'*’-’, g“ -b g“ J + . . . -1- 
« H- a a ’+... + a“"-% oi a -+■ a a " _1 

qui restera invariable, tandis que Ton remplacera simultanemeni 
par et a par a a (*). Done 2x(a, ?) sera une fonction entiere 

( 1 ) II faudra que Ton ait 

x(“. ?)=/+§■[ (* +2“ , +...+ ti a, - , )(c -b? 2 -b. . .H- C“ v “ ! ) 

+ (a«+a s3 + ...+ a " w ~ 2 ) (<4 <4 3 )] 

H-/z[ (a + a« 5 +. . . + a flU ' 5 )(^ +. . . + <; ,tV ' J ) 

4 (a a -ba« 3 -K . ,-H a aw “ 2 )(c; -4- ...-h 

= /b|(Ai’+t) -b ^(l — AA'), 

/, g, h etant entiers. 

2 x K c) = 2./-b «■ -b // -b (g — h) A A' 

nn ^ ' <7 / 

(cc, c)‘= A-h BAA', 


A, B etant de meme espece. 
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lineaire de A et A', qui ne changera pas quand on remplacera simulta- 
nement A par — A, A' par — A'. On aura done 

(1) 2 x(«, s) =A-t-BAA'; 

A, B designent deux quantites entieres. On trouvera, au contraire, 

( 2 ) 2x(« a , s) = A — BAA' 
et, par suite, 

4%( a, s) x(a“, s) = A*— B 2 A 2 A' 2 = A 2 -+- vcoB 2 


ou, ee qui revient au meme, 

(3) (\p- k = A 2 -+- vojB 2 (*)> 

A, B etant deux nombres de meme espece, e’est-b-dire tous deux pairs 
ou tou.s deux impairs. 


Exemple. — Soient 
On trouvera 


« = 3, v = 5. 
k = 2 , 

4/> 2 = A 2 -t- i5B s . 


Cette derniere equation ne peut subsister, quand A et B sont impairs, 
puisque alors A 2 -hi 5 B 2 est divisible par 8. Done 

A = 2X, B = 2 Y, 

(4) • p 1 — X 2 -+- i5Y 2 . 


D’ailleurs p~, divise par 8, donne 1 pour reste. Done X doit etre impair 
et y impair. Done 

Y 2 =4 

(5) p % — X 2 -=6o.r 2 y 2 . 

' Enfin p-X, p- f-X devant etre pairs et devant etre 


(i) x( a > 0 et x( a ^) 0 sont des produits de plusieurs facteurs de la forme Ra,/*' dont 
le nombre est necessairement pair oil de la forme 
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premiers entre eux, puisque leur somme p est- un nombre premii 
l’equation ( 5 ) ou 


P — X p + X 
2 2 


1 5 cv-y 2 


se decomposer en deux autres de la forme 


2 , 

P-X . , 

2 = 10 ^ 

P + X = 3x\ 

2 

P X _ ^ 2 

2 


Mais, dans Ie dernier cas, on trouverait 

p =. 3;r 2 -i- 5j 2 , 3« J =i (mod.5), 

a> 2 =^ = 2 (mod.5), 

ce qui est impossible. Done, le premier cas est seul admissible et l’< 
aura 

(6) p = x t + i5y ! , X~x i — i5p 2 . 

En general, 1 ’equation ( 3 ) peut s’ecrire comme il suit: 

(7) • ( 2 p /c — k){ 2 p k + A) = v«B*. 

Soit p x la plus haute puissance de p qui divise simultanement A et ] 
on pourra faire 

(8) A=/AX, Ji—p^Y, 2k—2l=Z2[X 

et l’equation (7) deviendra 

4^4-2). _ ^ — X 2 + vw Y 2 

ou 

(9) (2^-+-X)(2/>^-X) = WvY 2 . 

Alors X et Y seront premiers a p et, comme tout diviseur commun d 
facte urs 


( 10 ) 


2/>^-t-X, 2pV-— X 
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divisera necessairement leur somme 4ces facteurs ne pourront 
avoir d’autre commun diviseur que 2 ou 4 - Cela pose, si Ies fac¬ 
teurs (10) sont premiers entre eux, on verifiera la formule (9) en 
prenant . 

(11) 2 pv- + — zpv-— X = wj 2 

et, par suite, 

(12) „ kpV-— va; s -+- coy 5 , 

ou bien en prenant 

(1 3 ) 2 pV--h X = x"-, ipV-— X = vtoy ! 
et, par suite, 

(1 4 ) ■ 4 pV'—xP-^-vuty-. 

Si les facteurs (10) sont pairs l’un et 1 ’autre, X sera pair ainsi que Y 
et, en posant 

X=-aX'/ Y = aY', 
on tirera de la formule (9) 

(id) (^+X')(^-X') = «V Y ' 2 


ou 


/>*!*= X'* 4 -vmY' 1 . 


Dans cette derniere formule, le premier membre, divise par 4, donne 1 
pour reste. II doit en etre de meme du second membre, ce qui exige 
que X' soit impair etY' pair, puisque vco, divise par 4 . donne 3 pour 
reste. Done, on ne peut verifier l’equation (i 5 ) qu’en supposant 


et, par suite, 


pv--t- X' = vie 2 , jot 1 —X'=wy* 


2 p^zzz vx 2 -t- wy 2 , 


ce qui est inadmissible, puisque 2 p^, divise par 4, donne 2 pour reste, 
tandis que vx- 4- coy 2 ne peut etre pair sans etre divisible par 4; ou 

OEuVres de C. — S. I, t. Ill - 


10 
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bien en supposant 

pV--\- X' = X-, pV- —X'^tovy 2 , 

2 pV-— ,r 2 -t- to yy-, 

t 

ce qui est encore inadmissible pour la meme raison, attendu q 
a? 2 -l-lovy 2 , en devenant pair, sera toujours divisible par 4> ou 
adoptant l’une des hypotheses suivantes : 

pV--\~ X' = 2VX i , pv -— X'=2co/ 2 , 

(16) v# 2 -)-to y 2 ; 

yO^H- X'= 2.r 2 , pV-— X'= 2COVJ 2 , 

(17) /# = .r 2 cov y 2 . 

Done, en definitive, on pourra toujours satisfaire par des valeu 
entieres de «,/a I’une des equations (12), (14), (iG), (17). 

Comme p est de la forme vco,r-i-i, les equations (12), (iG) 
peuvent subsister qu’autant que Ton a 

vtc 2 = 1 ou 4 (mod.u), 

w.a? 2 =i 011 4 (mod.v) 

et, par suite, 

0) —1 V — 1 

v 2 e=i (mod.co) to 2 = 1 (mod.v) 
ou, ce qui revient au meme, 

[i]=- KH 

On a d’ailleurs, dans tous les cas, 

[;]=[?]■ 

■ [i]=[?]=-■■ 

on ne peutadmettre que la formule (x 4 ) ou (17). Si, de plus, i-m 
est divisible par 8, on ne peut admettre que la formule ( I 7 )- 
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Observons encore que Ton tire des equations (i), (2) et (8) 
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Done 


X = 


A —pt'X = x( a > s) +%(«“, s). 


X(<*. s) -i-x(ot g ,s) _ ?(«, s) <p(« a , g)-+- <p(«, 6 Jt ) <p(g a , S K ) 


P K . / J '' 

D’ailleurs, on tire des formules (11) 

2X = v# 2 — co / 2 


et des formules (i 3 ) 
Done 


2X =x % — vco/ 2 . 


, , „ , , „ ?(«, s) <p(«“, s) -+- <p(«, S“) 9(a fl ,s“) 

va; ! —co / 2 ou .ar — vco / 2 = 2 J ---- P - 1 - 

A l’aide de cette derniere equation et de la formule 
4 />!'•= vce 2 -J- co / 2 ou cc 2 +vco/ 2 , 

on pourra determiner x et y. On aura, en effet, 


.._<?(«> O ?) + <?(«> ?“)»(«“» 5 “) 

V, 2 ?"==-— COV“ -;- 

J P l 


(18) ( ou 


(mod./it 1 ). 


„ 2 _ . s _ <p(«. s)<p(*“> s) + <p(«, ?“)?(«*, s“) 

=~ vw / —-^- 


Ces dernieres formules offriront le moyen de determiner x et y 
lorsqu’on aura |x = 1. Alors, en effet, il suffira de remplacer dans ces 
formules a et c, par les racines primitives des equivalences 

4r w =r (mod./?), ^? v ”i (mod./?). 


En vertu de cette substitution, l’expression 


0 A 0 A . 

^ — 

L p J 


-fi-k 

-f*. . 


' r -+- ^“ 2 

. P 

/ 

L p . 


I l 

-K . 

, . 4~ p(P-2)/i 

~i -+- lP~ r 

. P 
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dans laquelle on suppose _ 

k-hh-hl = o (mod. n), 

deviendra 

(i + i)'^ r /i (i-+-0 /CT + - ••-+- r<P- 2 > A (i 4- 

— + + [P-tym 

ss(p — i)H R -A,n-t (mod .p), 

la valeur de n A> * etant 

_ 1 . 2.3 . (h-h k)m 

n ' k ~~ (i, 2. Acj)(i.2. kn j) 

Soit maintenant 


(19) R/i,/.- —a 0 -i-a t p + a 2 p ! + •••-+-*• 

On aura identiquement 


a 0 +-aip 4- a 2 p 2 4 -...-t- a„_!p 
1 -f- x 


L P 


-+• p a H-.+p^r 1 ^- - i 
‘ L p J p J 


ou 


a 0 -t- a.r^-h a 2 r 2CT -+-... + 

— t /ct1 (2 ) _j_ T-/iCT T /rai(n-o_^. _ 


Si, dans cette derniere formule, on remplace t par t, on aura 
a 0 -h a 1 < n + a 2 < 2OT +.. .4- a,,-!^'*- 1 '® 


(20) 


= (i + . .-|_ < (P- 2 )Ara( j + t p-syx 


(mod. 


Soit maintenant T une racine primitive de l’equivalence 
*p-‘ = 1 (mod. pv-). 

Je dis qu’on aura 


a 0 4- a 1 -h a ,T 2a P^‘+.. .4- a„_, 

’= (j!yrapl*-< + + _j_ 1p-iyrapit-+ 

En efiet, t etant une racine primitive de l’equivalence 


xp~ 1 =i (mod./?). 





T == f (mod./>) 
T = t + py, 
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on pourra supposer 

ou 

et Ton en conclura 

T p<*-‘= (t + py)r»~'~ tPf-' + p\i.Y 

T(mod. pV-) (>). 

De meme, si l’on a 

(i + ti) l =U (mod./?) 


ou 


on en conclura 

ou 

et, par suite, 
ou 


(H-T')'s(i + t‘)'3t/=T^ (mod .p) 

(i ■+■ T')'=: 17 -+-ps, 

(H-T t yp*~= (TJ h - ps)p*~= TJp^'+pV-Z 

( l + T;typ^ =T j P ^ (mod.^ix) (j) # 


(‘) En effet, une Equivalence de la forme , 

IB ;. (mod./)'), 

x=sy-\-pi z , 

xp = yP -+- pi-+-i z -+-.. . 

x p==syp (mod • p i + l ). 

f T=E=t (mod ./?) 


pouvant s’6crire comme il suit, 
entraine la formule 
ou 

Done l’6<juivalence 
entrainera les suivantes : 

Jp=tp (mod./? 2 ), Tp*S 3 tP % (mod./?*), 

( 2 ) De ce que l’equivalence 

(i -+- t £ y*s tJ (mod. p ) 


et T pr-satp*-* (mod. 


entraine les suivantes, 

(i + i'y^a^- (mod./#) et (t + V)ir*-'=TJp*-' (mod./#), 
resulte immEdiatement.que Equivalence 

''*“(n- f'yor= (mod .p) 
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Au reste, l’equation (20) entraine encore la suivante : 
a 0 - 4 - a 4 -... 4 - a„_, *<»-»> 

= (i 4- I y&pv--' pixsptf--'^ tynpt*-' [ip-i)/iapi>--y 1 iP -tymp^-> 

II est bon d’observer que, pour obtenir le premier membre de 
formule (21), il suffit de remplacer, dans R AiA , 

p par T 

qui est, ainsi que T CT , une racine primitive de I’equivalence 

x ,l = i (mod./)!''). 

D’autre part, comme on aura 

T^ -1 =i (mod./*! 1 ) 

et, par suite, 

T^sT'^'s.. , = r I>=T (mod./)! 1 ), 


la formule (21) pourra etre reduite a 
| a 0 4- a,!' 1 ^'^-.. .-t- a^iT"'- 1 )^ 1 * - ’ 

) =(14. l yvtp\*-' r f /iCT ( r 4- T ) ,m >‘ 1 ‘~’ 4-... 4- T ( a~ 2 > /lCT ( 1 4. TV'" 2 y&p^' 


II est facile de trouver un nombre equivalent suivant le modulea 
second membre de la formule (2')). En effet, on a 


( 14 - T 1 y^pp-* = 1 + 


IrspV-' . f . 

I 


ImpV-'jhspV-' — 1 ) T , ( . + 

I .2 


et, par suite, 

2 (, + T ‘)>"p^= p - , 4- + ., 

1 I 1.2 

2X i7iCT (i -h — 2T i7iCT -h 


entraine les suivantes: 

tihzj/K *-» (I 4- ti)lxnp\^ == ( mod. p\j.y 

Ti/inpv-' (n- Ti yrzp?--' == j/i'CT/Jr’-- 1 (mod. p^). 

Or, en ver.tn de ces dernieres formules, 1 ’cquivalence (20) entraine a son lour les eqi 
valences (22) et (21). 
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le signe 2 s’etendant a toutes les valeurs de i, renfermees entre les 
limites o, p — 2. D’ailleurs, on aura 

2T* = o (mod. pv-) 

lorsque k ne sera pas divisible par p — x = et 

21 u '=jo— 1 = nm (mod./)! 1 ) 

dans le cas contraire. Done 

(24) 2 T iAcT (l -+- = (p — l)(n n _/,ypi*-i+.A_n4- • •)> 


la valour de IL* etant 




1.2.3... 

• Ah 4 ~ h') tb 


( 20 ) 


U "’* — ( 1.2 . Aro)( 1.2 . krs) 

Cela pose, 

on j 

lUra 





1.2.3... 

.. AlpP’^m) 




[ 1.2 . (« — A)ro][i. 

2 . (/joH*- 1 - 

il — 71 ) 57 ] 



( Ipu*- 1 m) ( et — 1 ) 

...[(//#-*-H A 

— 7l)57 4- 1 ] 


= 

1 . 2 . 3 ... 

.. (n — /i)5J 




Ipv- 1 





n — h 





(lpv— l m) — 1 ). 


- 2 n)m 4 - 1 ] 

2 n = 

1.2.3.... 

.'.{in — h)m 




( Ipv ■“* cj) ( lpV-~ l ro — p) 




(2 n — h)wp 





( lp\ l ~ i m)(lpV‘~ 21 ® — 0 

p 




1.(2 n — h)jk t 

Jr 


11 %n—h,f.pP‘~ l -+-h— 


(l P V-- l 73){lpV-'-V— 0 - 

,.\{lpV-' + h- 

- 3 n) w -+- 1 ] 

3 n = 

1.2.3... 

. .{'6n — h)m 





■ p)(£pV'~ 1 vs- 

- 2 p) 


= 

p.ip.{6. 

n — h)w 

' 



{ i lpV---rs){lp^- 2 ^s ~ 

- x){lpV-~ i W — 

H P 


= 

1 . 2 . (3 n * 

— /i)5J 



(mod.jot 1 ). 


(mod. jot*), 


(mod.jot*), 
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Generalement, on aura 


IT _/ 0-*-( -f'+l) „ 

**in—h ,/— i -(-A— in = (— 1 ) -o- p - TP - P\ - P 

J.2.3. (l — l)(in - 


, I {lpV---TZ — \)...(lpV--w — i + 1 ) 


(m 


; (— i YpV -- 1 - 

r in — h 


i.2.3. (i — i) 

Lorsque fx surpasse 2, la formule (26) donne 

l 


R in — h,lp'' 1 ' '-t-h—in — P ;J “ 1 

in — n 

Lorsque fx = 2, elle donne 


IT- _/ ,N,„ 1 — — 

V,u ' + "-“ -(-Op — - 


1 - 2.3 . (i — 1 ] 

Pour montrer line application des formules qui precedent, suppo 


Pi,i — a 0 H-p 4 -& 2 P 2; 

^ 2,2 — u 0 —H a x p 2 4- a 2 p 4 : 


( 27 ) 


i prenan t h = 

= i, k 

= 1, l 

= I, 

I 4- I 1 

I 4~ t 


’l + ^ 

—.1 + p 

_ P _ 

4- p 2 

. P 

i + i] 2 , 


2 

' 14 - £ 2 

—J 

. p \ 

4-p‘ 

_ P 

— tJo) 2 4 - 3 (Bj 

-a 2 )L 

4= x 1 4 - 

3 y*. 




' a? = R, t , 4- R 2>2 = (i 4 - i) CT -I- < CT (l4-«) CT -H t^(i 4- t°-)™ 4 -... 

( 28 ) { 4-(l4-l) SCT < 4-« 2 CT (l4-0 a ' !r H-i 4 sT (l-l-i 2 ) 2 CT -t-... 

= (p — 1)11,,!. 


D’autre part, en ayant egard aux formules (21), (2.4), et prenan 
p. = 2, on trouvera encore 


( 29 ) 


x ~, 2 T /C7/5 (i -h 2 T 2?ct ^(i 4- T* 


— (p i )(K2 1 p-2+n SiP _ 5 +ii 3rP _ 8 +. .. + u u . 2 p-i n 4j2 p-4 +... ] 
Enfin, la formule (26) donnera 


•^3i—1, p-f-1 —3/ =‘(- Ipjy [ 


.( T ^ i P (^ T )(w 2 ) . . . ( 75T — l I) 

1.2.3. . .(I — I ) 


TT . __ ( -r \i 2 P (2^— l)(2157 — 2). . .(2GJ — £ 4- O 

X*3l—2,2p-t-2— it— (,— I) "o~- - — .TT----- L 

3 « — 2 i.2.3 .,.(i — 1) ■ 


(mod./? 2 ) 
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Done, on tirera de la formule (29) 

x = (p — i)£ 

+ (/>-!) [-^ , -- 

L 1 4 1 7 

II est important d’observer qu’en prenant 
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(3o) 


p p TxS I (ST—l)(w — 2) 

-- --- + . 


i 8 1.2 

2m — 1 . 2 p ( 2UJ-l)( 2 CJ — 2 ) 


I .2 


■] 


h=n-i et i=l±JLzl = 


m 4- I, 


on obtiendra unevaleur de 


•^ 7 / 1 — h^l l -+-h— in— l —p 


determinee, non plus par la formule (26), mais par la suivante : 


n 




— — 1 ). ■ .(lp^~ l m — pm h-i) 


i,2.3. pm 

de laquelle on tirera, en supposant n = 3, p. == 2, / = 2, 


(3i) • 


n„ 


2pm(2pm —• 1)... (pm ~h i) 


(mod./? 2 ). 


( 


1.2.3. pm 

Comme on a d’ailleurs 

px) (2 H- p.x). .. (p '—1 -+- px) 

-■i.3.( P -,)(. + ^)(, + e)(, + ^)...(,+ ^ 

= i -2.3. (p — 1)|^ 


1 I I -H. . _£_)] 


(mod./> 2 ) (*), 


[.2.3.(/?—!) 


( 1 ) En effet, les divers termes de la progression arithmelique 

I, 2 , o, •*♦1 P i 

seront Equivalents, suivant le module p, si 1’on fait abstraction de l’ordre dans lequel on 
les range, aux divers termes de la progression g&omEtrique 

. 1, t, t», tP - % ; 

d’od il resulte que les divers termes de la suite 


1 i 

I, -J 7T > 

2 3 




OEuvres de C* — S. I, t. III. 
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on en conclut 


(i+ px) (2 px).. .(p — i+px) 
i. 2 . 3 :....(p — i) 

et la formule ( 3 i) peut etre reduite a 


(mod./? 2 ), 


( 3 a) 


n„ 


_ u pm (2 pm — p).. .(pm -+- p) 

’ p. 2 p.. .pm 

_ 2 m(2m — i). ..(w-bi) 


j.2.3 . m 


= n M 


(mod./? 2 ). 


D’ailleurs, dans la formule (29), les quantites designees a l’aide 
la lettre II etant egales deux a deux, a l’exception de 

n p,p= n i,i (mod./? 2 ), 

on trouvera 


x = (p^ 


0 ( -“2,^—2 - t “ . ~ T ~ —3 ;)+3 


p,p+ 2 /ii 2.B-2 +Hs.d -5 +...-t-n 0 

"+" 2 (Rl,2p—1 Rt.’p—* • • • H- Up-^p+z) J, 


seront equivalents, abstraction faite de l’ordre suivant lequel ils sont ranges, aux div 
termes de la progression geomdtrique 

1 ! 1 

1 ’ l 9 l* 9 ' '' 9 tp-z 7 

011, ce qui revient au m 6 me, aux divers termes de la suivante: * 

■ tP- 1 , tP- 2 , tP ~ 3 , ’ 

D’ailleurs, la somme de ces derniers termes, savoir 

tr--\- p~\~.. .-+-£/>-1 = tPt 

t — 1 


sera, ainsi que la difference tP — /, equivalente a z 6 ro, suivanl le module p. On ai 
done aussi 

i--T- ^ ~ -h ..== ° (mod./?); 

puis on en conclura 


(mod./? 2 ) 


et 


1.2.3. (p 

^1.2.3. (p — 1) 


)['+P.(,+ ; +j+. 


±)] 


(mod./? 2 ). 
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tp{p 

2 P(P 


ou, ce qui revient au meme, 

2w(2tn + i).. . (w 4-1) 


( 33 ) 


x = (p — \) 


■i) 


1 

2 


I 715 — I 

5 I 


1.2.3. m 

I (sj — i) (si — 2) 


(mod.p 2 ). 




■zip — 3) r - 2 - 


.(~) 


] 




2 2 GJ — 1 2 ( 2 GI — I ) ( 2 GJ — 2) 

2 -- -■ -\ ---- 

4 I 7 1.2 


2 ( 2 GJ— i). . . (GJ -+- l)~| 

p — 3 1.2.3.(GJ —: I) J 


Ainsi, par exemple, on trouvera, en prenantjp = 7 , gf = 2, 

3 ? = 6 [n 7 , 7 + 2 ( 112 ^+ 11 ^ 3 +n M0 )] 

== 6.6 4- 14Y- -+ 2 — ^ = 36 -+ i 4 ==i 


(mod. 49); 


en prenant/j = i3, u = f\> 

x = i2 [n 134 3+ 2 (n 2 ,n +- n 5 , 8 -+ n liM -+-n 4 , M +n 7ll ,-+-n 10l i«)] 




70 _ 26 (i-g+2-^+6- 7 )] 


(mod. i3 2 ). 


70 -h 26 f 2 -h r J =12.70== (i 3 — r) (i 3 -+1)5 ==— 5 
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NOTE I. 

PROPRIfiTfiS FONDAMENTALES DES FONCTIONS & h , @*. 

n etant un nombre entier quelconque et u, v deux quantites entier 
positives ou negatives,.nous disons que.w est equivalent a v, suivant 
module n, lorsque la difference u — v ou v — u est divisible par n, 
nous indiquons cette equivalence, nominee congruence par M. Gauss, 
l’aide de la notation 

u = i> (uiod./i) 

employee par ce geometre. De plus, p etant un nombre premier, not 
disons, avec Euler d’une part et de l’autre avec M. Poinsot, que r e 
racine primitive de 1’equivalence 

x' l =i (mod./?) 
et p racine primitive de l’equation 

* x n — I 

lorsque r n est la plus petite puissance de r qui soit equivalente 
l’unite suivant le module p, et p n la plus petite puissance de p qui s 
reduise a l’unite. Dans cette hypothese, les diverses racines de l’eqm 
tion 

X Tl—- j 

sont les diverses puissances de p, et comme deux puissances, dont le 
exposants restent equivalents suivant le module n, sont egales entr 
elles, il est clair que ces diverses racines peuvent etre reduites a 

i, p, p 2 , p" -1 . 

De plus, m etant une quantite entiere, on peut affirmer que la somm 

o ,im — I 

I -S- p m -h p !m -t-. . ,-hp( n -V m =z ‘ ^ 
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se reduira au nombre n ou a zero, suivant que m sera divisible ou non 
divisible par n. Enfin, si n est un nombre pair, on aura 

® n 

P* = — 

Pareillement, si 1 ’equivalence 

x' l = i (mod. jo) 

offre n racines distinctes, ce qui arrivera si n est diviseur de p — i, 
ces diverses racines seront les diverses puissances de r, et comme 
deux puissances, dont les exposants seraient equivalents entre eux 
suivant le module n, resteraient equivalentes entre elles suivant le 
module p, il est clair que ces diverses racines pourront etre reduites a 

i, /■, /- 2 , ..., r"- s . 

De plus, m etant fine quantite entiere, on peut affirmer que la somme 

r nm _ r 

l _j_ r m _J_ B ^ ^ r (n—l)m—- __ 

r m — j 

sera equivalente, suivant le module p, au nombre n oua zero, selon 
que m sera divisible ou non divisible par n. Enfin, si n est un nombre 
pair, on aura 

n 

r- = — i (mod.jo). 

Ces principes etant admis, les propositions rappelees dans les pre¬ 
mieres pages de ce Memoire et relatives aux proprietes fondamentales 
des fonctions 

@A, ©A. 

pourront etre facilement etablies de la maniere suivante. 

Nommons : 

p un nombre premier impair; 

0 une racine primitive de l’equation 


xp=i; 
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t une racine primitive de l’equation 

:cP~ i — i 


et t une racine primitive de l’equivalence 

xp - l =i (mod./?). 

Comine les diverses racines de cette equivalence peuvent etre repre¬ 
sentees par les divers termes de la progression arithmetique 

1 , 2, 3 , • • • , p I 


ou, si Ton ne dent pas compte de l’ordre dans lequel elles sont rangees, 
par les divers termes de la progression geometrique 


l’equadon 


i, t, t\ ..., tp 

n-0 + e 2 +... + 0' , - i =o 


pourra s’ecrire comme il suit: 

(i) i h- e i + e iP ~'—o. 


On aura, d’autre part, 

p —i 

r 2 

et 


ou bien 


z m T 5m Z (p-V m = p — j 

T 2 "'-b. . .+ T^- ! )"‘= O, 


suivant que m sera divisible ou non divisible par p — x. Soient d’ail- 
leurs h, k des quandtes entieres et posons 


®a= 9 + r /l 6‘-+- t 2/i 8‘'-h... -+- ^p-vhQH . 

il est clair que ©a, ©* seront egaux lorsque h et ' k seront equivalents 
entre eux suivant le module p — i. De plus, [’equation (i) pourra etre 
presentee sous la forme 


©o= — i. 
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Enfin 1 ’on aura evidemment, quels gue soient h et k, 
( 2 ) 0 A 0 A z= S( 


le signe S s’etendant a toutes les valeurs de i et de j comprises dans la 
suite 

Oj I » 2j 3 , ■ • •) Jp 2. 


Les valeurs de i et de j qui, dans l’equation (2), rendront, sous le 
signe S, 1 ’exposant 0 equivalent a zero, suivant le module p, sontcelles 
qui verifieront la formule 


t l -\-iJ=Q (mod./?), 

de laquelle on tire 

±. p — ■ 

— ! = t - (mod./)) 

et, par suite, 



ou, ce qui revient au meme, 


j = i± 



3 


le signe superieur ou inferieur devant etre adopte, suivant que i est 

inferieur ou superieur a ^ • Done, dans l’equation (2), l’exposant 

de 0 , sous le signe S, deviendra equivalent a zero, suivant le module p, 
pour p — 1 systemes de valeurs correspondantes de i et de j, la valeur 
de i. pouvant etre un quelconque des termes de la suite 

o, 1 , 2 , 3, •••, p. 25 

et, dans la somme que represente le second membre de l’equation (2), 
la partie correspondante a ces valeurs de i et de j sera 

g( T i/n-/A) — g( T i(A^-A-) T 2 

ou, ce qui revient au meme, 

(— j ye § ^— j j _j_ ^h-+-k _j_ ^2 ( fi-+-k) # > ^p—%) (h-i-k)y 
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Done, en vertu de ce qui a ete dit plus haut, cette partie se reduira 
simplement a 

(—>)*(/> — !) = (— 'Y'ip —0 

ou bien a zero, suivant que h + k sera divisible ou non divisible 
par p — i- 

Considerons'a present les svstemes de valeurs de i etdey qui, dans 
l’equation (2), rende'nt, sous le signe S, l’exposant de 0 equivalent a 
l’unite suivant le module p. Ces svstemes seront ceux pour lesquels 
l’equivalence 

(mod.jo) 

se trouvera verifiee. Or, cette equivalence, presentee sous la forme 


tJ=i —1‘, 


fournira une seule valeur de j, comprise dans la suite 
o, 1, 2, 3 ,. ..p — 1, 

pour touta valeur de i qui, etant comprise dans la meme suite, ne 
rendra pas nulle la difference 

■ 1 — 

et, comme la seule valeur i= o fera evanouir cette difference, il en 
resulte que l’equivalence dont il s’agit se verifiera pour p — 2 svstemes 
de valeurs correspondantes de i et de j, chacune des valeurs de j etant 
un terme de la suite 

1, 2, 3 , p— 2. 

Cela pose, concevons d’abord que la somme h + k ne soit pas divi¬ 
sible par p — 1 et designons alors par R/,,* la somme des termes qui. 
dans le second membre de Inequation (2), seront proportionnels a b 
premiere puissance de 9 . La valeur de R /a , qui sera determinee park 
formule 


(3) 


R*,/fc= S(t < a+ ^*) 
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jointe a la condition 

(4) =T (mod./?), 

* 

se composera seulement de p — 2 termes de la forme 

r i/i-+jk 

L 9 

et, comme clxacun de ces termes sera necessairement egal a l’un des 
termes de la progression geometrique 

I , T, T*-, . . . , 'CP~ t , 

il est clair qu’on aura 

( 5 ) = a 0 -+- <t|T -1- a 2 T 2 4-... -+- ap-oT^ -2 , 

a 0 , a ( , a y ,_ a designant des nombres entiers dont plusieurs pourron 
s’evanouir et dont la somme verifiera la condition . 

( 6 ) a # +<ii+aj+...+ a 2 — p — 2. 

Soit maintenant m I’un quelconqiie des nombres entiers compris dan 
la suite 

1 , 2 , 3, ..., p — 2 . 

La somme des termes proportionnels a 

P m , 

dans le second membre de la formule (2), sera evidemment 

pourvu que Ton etende le signe S a toutes les valeurs de i et de j qu 
n’etant pas situees hors des limites o, p — 2, verifient l’equivalenc 

(mod./?). 

Or, cette equivalence pouvant etre presentee sous la forme 

t i-"i + ti- m ==i (mod./?), 

si Ton etend le signe S a toutes les valeurs de i — m et de j — m qi 

ORuvres de C. — S. I, t. III. 
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la verifient, on trouvera, en faisant usage clc la notation ci-des 
adoptee, 

R /t ,*= s «)*) 


ou, ce qui revient au memo, 

R Ai /,.= x -ni(h+k) 

S ( x ih+jk ) — R A A T'“f *+*). 


et, par suite, 


Done, dans le second membre de 1 ’equation (2), la somme des ten 
proportionnels a 


fji" 


sera generalement 




Done, la somme des termes qui renfermcront des puissances positi 
de 0 sera 

Ra,/,S(t"“ a+ - a -' B‘ m ), 


le signe S s’etendant a toutes les valeurs de m non situees hors 
limites o, v — 2. D’ailleurs, on aura evidemment, sous cette c 
dition, 

0 /( = 


et, par suite, 


0 /i+A -S(T"‘l A ^)^“). 


Ainsi, dans l’hypothese admisc, e’est-a-dire lorsquc h-\-k n’est 
divisible»par p — 1, la somme des termes qui, dans le second men 
de l’equation (2), renferment des puissances positives de 0 se re.i 
simplement a 

R/i,/.-©/j4-/.-, 

et comme alors, d’apres ce qui a ete dit ci-dessus, la somme des au 
termes se reduit a zero, il en resulte qu’on a 

(7) O/j 0 /.- — R/,,/.■ ©A+A-, 


la valeur de R AiA etant determinee par la formule ( 3 ) jointe a la 


NOTE I. 


91 


mule (4), ou, cc qui revieut au meme 
( 8 ) 

pourvu que Ton etende le signe S a toutes les valours de / et de j qui, 
etant comprises dans la suite 

O, I, 2, 3 , . .., p — 2, 

verifient la condition (4). 

Passons au cas oil la somme h-\-k est divisible par p — i. Alors 
d’apres ce qui a ete dit ci-dessus, on devra remplaccr I’equation (8 
par la suivante : 

0,0,,= 0*+* S(t"*v*) + (-1 Y‘(p -1), 

que l’on pourra reduirc a 

&„ ©_*=- S(t<‘Wja)+(_,)a ( p -,), 

t 

attendu que [’equivalence 

/i + t = o ou k = — h (mod./> — i) 

ontrainera les formules 

T* = t ~ h , 0* = 0-A, 0/,+* = 0 O = — I • 

Done, si 1 ’on suppose la formulc (7) etendue au cas oil la somme h-h 
est divisible par p — 1, e’est-a-dire si, en choisissant R A ,/ ( de manibr 
a verifier dans tous les cas cctte formulc, on pose 

( 9 ) 0 /, 0_/ t = R/,,_/,0o, 

on aura 

Ra,-a= S(t<W)A) _ ( _ _ 0 . 

Dans le second membre de cette dernierc formule, le signe S do: 
toujours etre etendu aux valeurs de i et de j qui, etant comprises dan 
la suite 

o, 1, 2, 3 , 2 


92 


MEM01RE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 


verifient la condition (4) ou, ce qui revient au meme, a toutes 1 
valeurs de i —j qui, etant comprises dans la memo suite, verifient 
formule 

t‘~j ~ t, ~j — i (mod. p — i) 

et, par consequent, a toutes les valeurs de i —j distinctes de la vale 

p — 1 

2 

qui donnerait 

tJ ~‘= — i (mod. p — i). 

Or, comme en admettant cette derniero valour de i—j on auri 
eeneralement 

S(t<'W)A) = 0 , 

on trouvera au contraire, en l’excluant, 

S ) = - -~ h = - (- i)", , 

et, par suite, la valeur trouvee de R A _ A deviendra 

(10) Ra,-a = —(-»)*/>» 

pourvu que A ne soit pas divisible par/; — i. Alors aussi 1 ’equation ( 
donnera 

(11) . ®A®-A=(—J ) H P- 

Si A devenait lui-meme divisible par p — i, il serai t pair et, com 
on aurait 

(— l) h = 5 l, 

la valeur trouvee de R A _* sc reduirait a 

p — 2—{p — l)=z— I. 

Aureste, on peutconclure immediatemenl de la Ibrinule (7) : i° ( 
la valeur deR A) * ne varie pas lorsqu’on fait croitre ou decroitre A 0 

m nllmln /] n r • rr 11 a T) o a mA/] h I 1 A r J ,r>i a I ’». »•%. v 
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quantites A, k est divisible par p — i. Ainsi, par exemple, si Ton sup¬ 
pose k divisible par p — i, Ton aura 

0/. = 0 O = — i 

et, par suite, la formule (7) donnera 

( ^ 2 ) R/i,o Ro,/l * ■ 

Si, dans la formule (7), on change les signes de A et de k, Ton 
trouvera 

0-/i 0-t— 

puis, de cette equation combinee par voie de multiplication avec la 
formule (7), on tirera, en ayant egard a la formule (n), 

(i3) R^.R.*,-* = />• 

L’equation (i 3 ) suppose evidemment A, k et A -+- k non divisibles 
par p — 1. 

Les equations (7), (10), (1 r), (12), (i 3 ) coincident avec les for- 
mules (9), (ii)> C 1 ^) et(i2) du paragraphe I de ce Memoire lorsque 
le diviseur de /> — 1, represente dans ce paragraphe par la lettre vs, se 
reduit a l’unite. Dans .le cas contraire, pour passer des unes aux autres, 
il suffira de remplacer 

h par vsh, k par vsk, 

puis d’ecrire, pour abreger, 

% h au lieu de et R/, ( * au lieu de R ct a,cta- 

Lorsque dans la formule (11) on pose 

2 

elle fournitun theoreme, tres remarquable, de M. Gauss et se reduit a 
D4) ®£ = i = (-0 2 P 
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ou, ce qui revient au meme, a 

(i4) {6 - 0*-+- e^y— (_ i-pTp. 

Cette derniere equation coincide avec diverses formules du Mei 
par exemple avec les formules (12) du paragraphe III. 


NOTE II. 


SDR DIVERSES FORMULES OBTENUES DANS LE DEUXJiiME PARAGRAPHE. 

II est facile de s’assurcr quo la formule (61) du paragra] 
entraine les formules (62), non seulement, coinme. nous 1 
avance, dans le cas particular ou p. sc reduit a 1’unite, mais g 
lement et quelle que soit la valour do p.. (Test ce quo nous 
demontrer. 

Lorsque v sera de la forme les termes des suites (G 3 ) 

etant eux-memes de cette forme, puisqu’on a geueralement 

u' n - s r'j{ i—M m ) = n-(v — i ) (i — u m ) el v — r = o (mod. 

seront equivalents, suivant le module n — L jv, a certains termes 
suite 

I, 5, 9 , 4v — II, 4v— 7 , /jv —3. 

D’ailleurs celle-ci renfermera : x° un terme egal a v; 2" v — x t 
premiers, non seulement a v, mais encore a 

« = 4v, 

et qui, etant en memo nombre que les termes des deux suites 
(64), devront etre equivalents, les uns aux termes de la suite 
les autres aux termes de la suite (C> 4 ). Panni cos v — 1 termes 
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qui se reduiront a l’u'n des suivants : 

D n 

I, 2, O, — 2 V , 

2 

etant precisement 

5, 9, 2 V Q> 2 V — 5, 2 V — I , 

seront en nombre egal a 

v — I 


lcs uns, dont le nombre sera v\ etant equivalents a certains termes de 
la suite (( 33 ) et les autres, dont le nombre sera v", etant equivalents 
a certains termes de la suite ( 64 )- On aura, en consequence, 

... V — I 

v' -+- v” = - 

2 

Observons maintenant qu’en vertu des formules 

V —1 

a 2 -t-i = o (mod.v), v — i = o (mod..4), 
on trouvera, quel que soit le nombre entierm, 

— u m y\ + 2 +»(i- u"' + 2 )] = av (mod.«=4v). 

Done, chacune des suites ( 63 ), (64) sc composera de termes qui, pris 
deux a< deux, pourront etre represents par des nortibres de la forme 

A, 2 v — A, 

auxquels ils seront equivalents, suivant le module n — 4 v. D’ailleurs, 
si l’indice h se trouve compris dans la suite 

I, 5, 9 , ..., 2V —9, 2V — 5, 2V — I, 

on pourra en dire autant de l’indice 2v — A qui sera distinct de h si 
h differe de v. Done, chacun des nombres designes par V, v" sera pair 
et 


1 , 
— V 

2 
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seront entiers. Enfin, comme on aura 

v' 4- ’/_ v — I 

________ 

on peut affirmer que, si v est non seulement de la forme L\x +1, 
aussi de la forme 8a? h- 5 , les deux entiers 


seront l’un pair, l’autre impair. Done alors, la difference 



sera impaire elle-meme et ne pourra sc reduirc a zero. 

A l’aide des observations qui precedent, on peut ramener l 
forme tres simple les valours de 

fournies par les equations ( 23 ), (2G); ct d’abord, puisque les 
rents termes de chacune des series ( 03 ), (64), pris deux a < 
peuvent etre censes de la forme 

A, 2 V — A, 


les equations ( 23 ), (26), combinees avec la formulc 

®2V—A — ®2Vj 


donneront 


,V-+* (V—1) U* • • • R 


V —1 

4 4 

-'2 V 


v—(V—1) ^ a ,VH-(V—t)K a 0 V 


~hs u )= R 


■V—('v— 1 ' n , 


“1 )u • • • 


4 

v/ 2 V 


V (V — 1) u -■ ,V4-(V~1 )ft a 0 V( 


Si d’ailleurs v est de la forme 8a? -t- 5 , alors sera un n0 mbr 

4 


NOTE II. 


97 


et l’on aura, non seulement 


0 2v = 0_ 2V , 0 2V 0_ 2V = 0JV= (— I ) 2VCT /> = p, 

mais encore 

V — 1 

® V (V-1) = ®2V, ^ = ®2V — p 4 j 

-2- U V(V • 1) 

2 


ce qui reduira les formules precedentes a 

_ V—5 

— P 8 R 1,2V-iRv-(V-1)iC,v+(v- 1) K ] - ■ •R v _ fv _ 1) ,. :i T 5 iVH . (v _ 1)l4 ;:; r> 

V —5 

3 f(v^ 7 , s«) =/> • Rv-( V _i)«,v+(v- t )K . - .R v _ (v _ i)k ^ iV+(v _ i)k¥ . 

Ces dernieres equations et les equations analogues, qui fourniraien 
les valeurs de 


coincident, comme on devait s’y attendre, avec les formules (66^ 
lorsqu’on prend v = 5 et avec les formules ( 74 ). (7$) lorsqu’or 
prend v = i 3 . 

Si v etait de la forme 8a? h— i, alors, - etant un nombre pair, or 
aurait 

V — 1 V—1 

0y f y 1 ) ~ 04v — 0 O m- I, 02 v" ^ P 8 


ce qui reduirait les formules precedemment obtenues a 

V —1 

s) — — p 8 Ri.w-tRH'f-llu’.v+fv-l)^' • •R v _ (v _ 1 )M ! T J iV+(v _ 1 ) „ v -r ! > 

V —1 

'» s “) — — P 8 Rv-(v-i)»,v-Kv-i)» • • 

Dans tous les cas, en divisant la valeur de #(V— 1,;) par celle 
de $(\j — x, ?“), on trouvera 

^(V Cr i’> «“) Rv-(v-u»,v+ ( v-,)«. • •R v _ (v _ 1)[t ! r ! )V+(v _ 1) „ ! r ! 
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Si, dans eette derniere formule, on remplace 


®*.* Pal ‘ R a -h,n-lc’ 


toutes les Ms que h et * sent 6 qn,a,e„ts, suivant In module » = *. 
>, des nombres oompris entrc les limites 

0, 2V, 


on en tirera 


-PUM, 
W=^) p* up) 


/(? ) et f(p) designant des prodnils dc la forme 
composes de facteurs 


Ra, 2V-/» R*,lV-*> 

4„ nt aucun „e devicndra d,risible par , lorsqunn v substil.a ,■ a p; 

p „is, en ayant bgard an, Mmoles (*» »» W 0. 7 


la valeur du rapport ^ reduit a sa plus simple expressi.. Irnnvnra 


successivement 


g + y(s-s B - 


6—-y (?-?“ + ■ 


g» < -*) \J — i __ / ;S 

ft f(p^ 


-S^W- 1 


et 


.r'-!->'(? — 


-i_ /> T /'(p) . 

p* f(p) 




dc —y(s — s ,l+ - 

On aura d’ailleurs, e„ vnrtu de la seconds des lonnules ^). 

,/—n |* _ y (s - s « +... ■- «“ w ) \/- 1 1 ■■■■■= •»* +■ V J 
[, +r(s - s » + ...-s» )\/->n^ 

et, par suite, on trouvera encore 


v tf —v* 

,, /—:l 2 «e\ — „ 2 (.r’ + vy 5 ) f(p)- 
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Si, dans ces dernieres equations, on remplace p par r, on devra y rem- 
placer en meme temps c par 5, par a et le signe = par ==, le 

module etant le nombre p. On trouvera ainsi 


[.a;-l-(5 — 5 “ + ...— s'‘ v 5 ) a /] 2 t(f) = P 1 ( re 2 -+- v y 1 ) f( r) 

y._ v , ‘ (mod./)). 

[a; — {s — s» + ... — s*~)ay]*f(r)=sp i (a.i + v,y*)f(r) 

Observons a present que x ety, n’ayant pas de facteurs communs, 
ne peuvent etre simultanement divisibles par p. Par suite, on pourra 
en dire autant des expressions 

x h- (s — s u 4-. .. — s wv “ 3 ) ay, x — (s — s 11 4- . .. — s uV ~*) ay , 


qui ne peuvent devenir simultanement divisibles par p qu’avcc leui 
somme 


et leur difference 


2X 


2 (s — s u . . . — s uv 3 ) ay. 


par consequent avec x ety, attendu que les quantites 

s — s tl h- ... — et a 
sont racines des equivalences 

(mod./)), a; 4 =i (mod./)). 

Cela pose, comme f(/’) et f(r) ne seront pas non plus divisibles par p, 
il est clair que, des deux produits 

[>H-(.s — — s“ v ~ i, )0 , y] ! f(>••). [> — (s — .. —i“—) ay ] ! /(r), 

l’un au moins sera equivalent, suivant le module p, a un terme de la 
suite 

1 , 2 , 3, ..., p — 1 . 


Done, en vertu des formules obtenues, on pourra en dire autant dc 
l’un des produits 

V’— V* V"—V' 

p 2 ( jc 2 -4- vy 2 ), p 2 (a; 2 H-vy 2 ). 
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D’ailleurs le binome ^ + v y*, 


diviseur de 


g2 +vy 2 , 


devra, en vertu 


dela formule (47) (48), diviser l’un des produit 


U-l ' V—3 

kp 2 > 4 2 > 


et par consequent il sera, ou de la forme 


si 1 un 


deux nombres x, y est pair, l’autre impair, ou de la form 


si * v sout tous deux impairs, atteudu qu’alors dm 

pa, i, donnera a pour reste et ue pourra devemr egal a C 

comme les produits 


4 p 2 ('* 2 -t- v y 2 ) 


se reduiront, dans le premier 


cas, a 


v’-u” u. , V ~ V - 

1L-f —J— 2 

P 2 5 P 


et, dans le second cas, a 


2p 2 , ap 


il est clair que l’un des exposants 


devra etre egal a zero. Par cousequent, n, en prenan, pour p la « 


v' V* 


numenque de la difference - - -> on P ose 


2 
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on pourra satisfaire, par des nombres x, y entiers et premiers entre eux, 
a tune des formules 

pV'— x 2 - 1 - vy-, 

2pV‘=z x 2 -+- vy 2 , 

savoir, a la premiere, par deux nombres entiers , tun pair, tautre 
impair, ou a la seconde par deux nombres entiers impairs . Mais la 
seconde formule ne peut subsister lorsque v estde la forme 8 a?-b 5 , 
puisque alors, pour des valeurs impaires de x , y, x 2 ~hvy 2 est de la 
forme 8 a;-+- 6 , tandis que 

2p^= 2 4- r)H* 

est de la forme 8 a? - 4 - 2. Done, si v est de la forme 8 o? 4- 5 , des nombres 
x, y, entiers et premiers entre eux, verifieront la formule 

p^ = x l 4- v y 2 , 

pourvu que ton y suppose p egal a la valeur numerique de la diffe¬ 
rence V — joar consequent 



D’ailleurs, la yaleur precedente de t u est precisement celle que fournit 
la premiere des equations (60). En effet, les expressions ( 65 ) se 
reduisant, en vertu de la formule 


aux deux suivantes, 



si Ton egale Tune ou I’autre a la difference \ — 


1 

2 


v — 

~4 


on aura 


21 — 



ou v" 


et la premiere des formules (60) donnera 


v — 3 . v- 

p=— -- 


2l 


■ V -Z5_ 2 XW± V '“- V " 
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Pour etablir les propositions ci-dessus enoncees, nous ay 
recours a la formule qui fournit la valeur du rapport des expn 
imaginaires 

$(n/=7,s), 

et nous avons transforme la fraction qui represente cette vali 
maniere a mettre en evidence tous les facteurs egaux a p, soit 
numerateur, soit dans le denominateur. On pourrait faire sul 
semblable transformation aux valeurs rnemes des deux expr( 
imaginaires 

*(v/=7, s ), 

ou bien encore les deux suivantes : 

^(— s)» #(— v/~ S")- 

Concevons en particulier que, dans les valeurs precedemment ti 
de §{sj— i, o) etde §{sj— i, <f), l’on remplace 

R*,& par 77 -^ -> 

toutes les fois que A et k sont equivalents, suivant le module r 
a des nombres compris entre les limites 

O, 2V. 

On trouvera, si v est de la forme 8*4-5, 

g(s/^l,$)=p~ + i <p(p), #(v^T, s u )=P~ + T X(p)> 

en designant par 

•<p(p)> %(p) 

deux fractions qui auront pour numerateurs et pour denomii 
des produits de la forme 


Ra,»-/iR*,/i—A- • • •> 
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substituera r a p; puis, en ayant egard aux equations (3o) du para- 
graphe II et a la formule 


v — 3 v — 5 


2 



v'4- 


2 




on trouvera encore 
i(—V^T, s)=p 


v" 

t- r * 


?(P)’ 


_ V—8 

$(— s") =p 8 


X(p)' 


Si v, au lieu d’etre de la forme 8# 5, etait de la forme 8# -+- 1 , les 

valeurs de 


seraient semblables a celles que nous venons de trouver, a cela pres 
que, dans les exposants de p, la premiere partie 


se trouverait remplacee par 


v — 5 


8 


V - I 

~8~‘ 


Dans l’un et l’autre cas, on aura 


V 

P ¥ ®(p) 


$( s B ) _ i(— y/— i, s) _ J(—• y/— i, 


P 2 x(p) 




s“). 


puis on tirera de cette derniere formule, combinee avec les equa¬ 
tions ( 49 ). 



y/=7,_ ^(y^T,s) = 

\f=l ~ *(- y/=T, s“) *(- «) 


= «P(P) %(P) 


et, par suite, 


(5-h£ V /iZ7) s = (^- + -£*)©(p) X (p), 


Si, dans ces dernieres formules, on remplace p par r, on devra rem- 
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placer en meme temps par a et le signe = par le signe == 
module etant le nombre p. On trouvera ainsi 


(3H-E«) 2 s(3 2 +£ 2 )9(7-)x( r ) 


(a —£«) 2 =(a 2 -t-E 2 ) 


I 

<P('')x( r ) 


(mod .p). 


Done, puisque cp ( r ), ^(r) ne sont equivalents ni a zero ni a sui 
le module p, la somme 


ne pourra devenir divisible par p qu’avec les deux binomes 

a 4 -£«, 3 — ea, 


par consequent, avec les deux nombres 

a, £. 


D’ailleurs, il est permis de supposer que les nombres o, £ sont 
miers entre eux, attendu qu’on n’alterc pas les equations (4g 
transportant dans 6 et dans y les facteurs qui scraient commun 
et ae. Done, cette hypothese etant admise, o a -t-£ 2 sera premier 

et, si Ton nomme comme ci-dessus j la forme la plus simple 

£ 

fraction l’equation (47) ou ( 48 ) entrainera, 011 les deux suivai 

5 2 -f- £ 2 = I, X~ V J 2 = /A x 

si des nombres x, y l’un est pair et l’autre impair, ou les deus 
vantes : 

a s 4-£ 2 =2, X 4- V J 2 = 2pv- 

si les nombres x, y sont tous deux impairs. Dans le premier ca 
a.ura 


par consequent 


(5±Ea) 2 = ±i (mod./?) 
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et 


?( r )x( r ) =- 

[<?(/•) X (/-)p=i 


(mod.jo). 


Dans le second cas, qui ne se presente jamais lorsque v est de la forme 
8 a; -i- 5 , on aurait 

(5 =± I, 6=±I, 


par consequent 
et 


{§ ±. 2 a (mod.jo) 


<?( r )x( r ) =±« 

[<P('’)x( r )]*= — 1 


(mod. jo). 


Pour deduire de ce qui a ete dit plus haut la valeur du produit 

<?( r )x( r )> 

il suffirait d’observer que les deux expressions 


V' V" 

/' 2 ®(p)> p*x(p) 

renferment tous les facteurs do la forme 


R/i, 2 V— /) R/(,/H- 5 V —h R/l 


.CV—/i j 


A designant un nombre distinct de v et compris parmi les termes de la 
suite 

j, 5, 9 , ..., 4^ — ii, # — 7 , 4v —3. 


Comme d’ailleurs, pour mettre en evidence les facteurs egaux a p, il 
suffit de remplacer 


R a , 


2V —h 


par 


R/t— h , n —2v-i-/t 


R 


2V4-/4 


lorsque A est renferme entre les limites o, 2V, on trouvera 


?(p)x(p) = 


R2V-4‘3,4V—3 Ryj-H7'4V— 1 7 • • ’R3V—2.3VH-S 
R-2V-4-1.4V— 1 R»V-HS,4V— 5 • • -Rsv—4.3V+4 


Il y a plus ; comme on aura generalement, ainsi qu’il est facile de le 



10G 


MEMOIRS sur L4 


TREORIE 1)ES nombres. 


prouver, 


R= R/*,* Rsv - , *’ s ' 


2V —II 5 


on trouvera encore 


Rsv+3JV+L^!±H 


t . • • H 4 V —3,4 


[<P (p) X(P ~ R,v+ 1 , 2 V +1 Rsv 4 - 5,«+5 


. . . H4V-1,4V—1 


Si maintenant on remplace p par si «" e 

devra remplacer generalcment 


parle sigi 


R 


h,k 


par 

et l’on aura, par suite, 


— H;i — /i,/l— A’ 


Cf ( /' ) X ( r ) = n,,,V -1 R 5 ,2V-5 ■ • • Uv-V,V+'.. 


[?( 


/ — l 'll*' 

TT- , R, 7• • ■n v -a,v-J E±i^±l^- : 1 || 8 '' — 

>•) %(>')]* = n M n 5i( .. .nv-^v-vPv+i,^* • • • iv - , ’ sv 


(U 


En joignaf' C ^ te 
mcnt obtenues, on amveid 
m ee,s dans le tbeoreme suivant: 


TntorfME -v«, *«* *«* ''“"l 

4 «V«*«* *»>»" 4V»+,.«W*"» *" fa ' ,m,e 


offre v' ratines de lequivalence 


et mcmes de Equivalence 

jr s _i (mod.v), 

on aura v — t 

+ ; 

et, si Von nomme ^ 

la valeur numerique de _ , y , 


a 


NOTE II,. to? 

on pourra satisfaire, par des nombres x, y entiers et premiers entre eiix, 
a Vequation 

x’--\-vy-=pV-, 

non settlement lorsque v sera de la forme 8 x-\- 5 , mais aussi lorsque, 
v etant de la forme 8x + i, le rapport 

1 Us,S';—■> • • • Hy V.v-.v 
I^SV—sIE^v—7 • • • Ev—2,V-H2 

sera une des racines de Vequivalence 

« 2 =i (mod./;). 

Si le me me rapport cessait d’etre equivalent, suivant le module p, 
a + i ou a — i, il suit de ce gu’on a dit qu’il deviendrait racine de 
1 ’equivalenee 

x 1 — — r (mod./)), 

ctalorson pourrait satisfaire, par des nombres x,y entiers et premiers 
entre eux, a I’equation 

vy 1 — ipV-. 

Au reste, nous n’avons pas encore trouve d’exemple dans lequel le 
rapport dont il s’agit ne fut equivalent, suivant le module./;,, a =ti; 
et, si Ton demon trait qu’il en est toujours ainsi, on en conclurait 
immediatement qu’on peut satisfaire, par des nombres x, y entiers et 
^premiers entre eux, a l’equation 

. ,i; ! + v y 2 = pV-, 

non seulement lorsque v est de la forme 8a;-i- 5 , mais encore lorsque 
v est de la forme 8 a;i. .. 

Il nous reste a montrer comment on peut determiner directement la 
valeur du nombre 

_ v'-v* . 

p 2 

Parmi les teTmes de la suite 

i, 5, 9 , ..., s'j — 9 , 2 v — 5, i v — i, 
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plusieurs, en nombre 6gal a v', verifient l’equivalence 


J^ssi (mod.v); 


d’autres, en 


nombre egalav". verifient Inequivalence 

(tnod.v), 

, satisfait a la condition 


V —1 

2 = — I 


X u =- 


et un seul, savoir le terme v 

zpr == o (mod.v). 
aura non seulement 
v — I 


Cela pose, il est clair qu on 


V f -t- v": 


mais encore 


J — v" ss I 2 -+- 


5 2 + 9 * •+■ • • 


(2V __ 9 ) V -^+(2V-5) 2 -+•(»* 0 1 


V —1 
2 


(mod.'''); 


par consequent 




(av—9)a 


. e ( 2 v- 5 )=.- v -e( 5 ''- 1 ) 3 ) (i 


„ - A anres lcs differentiations effc 
pourvuque l’on suppose » = » a l> ILi 

On aura d’ailleurs 

g(SV+3)5 — (>•> _ j \ — I — “+“ ’ 

e : + e“ + e w + ... + « (!V - ^ ' 6 


et coname le facteur 


< 5 * 3 — , 

C* vs —I, 


■ • s es derivees relatives a a, devient, pour .no valour n 

‘ ' u zero suivant le module v, on trouvera, on dehmti 


equivalent a zero 


v —1 

d 2 ( 1 


v ' — / = v-i y 4 - c 


c/s 4 


(mod.v); 
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par consequent 


v —1 

1 d 2 

2 Lzi 
dz 2 


I H-h 


1.2 I.2. 3.4 


et 


_ , I d 2 / 3 2 5* 

4 ,^\' + I.3 + I.2.3.4 


dz 2 


(mod. v) 


(mod.v), 


^ devant etre reduit a zero apres les differentiations; puis on en 
conclura 




.2.3.- 


(- I 


'• 2-3 . (/+#+•..) /1 y/ i y 

O - 2 . /)('- 2 . A ')--- V - 2 / \i - 2 . 3-4 / 


le signe S devant s’etendre a toutes les-valeurs entieres, nulles ou 
positives, de/, g, ... qui verifient la formule 

/~t -2 £'-t- 3 A-i-...= —^— j 

et chacun des produits 1.2./, 1.2.«•, ... devant etre remplace 

par l’unite lorsque le dernier facteur/, oug-, ... se reduit a zero. La 
valeur de l’exposant p. se trouvera ainsi completement determinee, 
puisque d’ailleurs cet exposant doit 6tre positif et inferieur a 

'/ + / _ V - I 

2 ~ 4 

Si I’on prend successivement pour v les differents termes de la suite 
5 , i 3 , 17, 29, 37, 4 <» 53 , 61, ..., 

on trouvera successivement, pour v = 5 , 

_ 1.21 _1_ _ 

4 2 4 

pour v = i 3 , , 

1.2. 3 .4- 5 .6 / 1 r 1 \_. 

P = •+■ !. (03 . o a r. . o a t. s e )- Ij F- •— 1 >’ 
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pour v = i7’ 


JJL - 


note 111 . 

, m u. ,„«,n,C.T,0 B »» FO,C„OH S 0,„ 


precedent Metnoire y «ont deduite& 
la forme — 


' „ «. »«» k " I ""* imp,ir ' # " ,U8i ®" 6 ** 

Lorsque, p e lanl u 


des racines primitives des e q «ati°ns 


xP=h ‘ l 


et par * u„e racine primitive de Vequira'ancc 

^-‘si (tnod./')> 

a* .. 

e A = e+r h 8 l + r ° l H 


l «n felt croitre ou diminuor /<• d’un multi] 
ne varie pas quand cUvi 4ble par p - i, 

et I’on a : i° en supposant A ‘ 1 


0 A =e,=-'; 


2 ° en 


supposant h non divisible par p~i, 

, \ 11 _ 


0 /t OV- 


Si. au 


contraire, en nommant h un diviseur ‘ 


et, de plus, 
0) 


NOTE III. 


Ill 




0 A = 0 4- p'*0‘4- p 2A 0' ! -H. .. 4- pCp- 2 )'‘0^ ! , 


alors ©a sera une fonction des racines primitives 


des deux equations 


6, p 


& p = i , 


qui ne variera pas quand on fera croitre ou diminuer h d’un multiple 
de n ; et Ton aura : i° en supposant h divisible par n , 

( 2 ) e A =e 0 =-i; 

2° en supposant h non divisible par n, 

( 3 ) A 0 -A=(-I r / ‘P = ®, l ® n ~ h - 

Ajoutons qu’en vertu des principes etablis dans la premiere Note, si 
Ton multiplie © A par ©*, on trouvera 

(4) 0*= R*,* 0*-wt> 

R A * designant une fonction quj ne renfermera plus 6, mais seulement 
la racine primitive p = et ses puissances entires. On aura d’ailleurs, 
Iorsque h -+- k ne sera pas divisible par n, 

(5) R/,,*=S(p i/ *-e/*), 

le signe S s’etendant a toutes les valeurs de i et de j qui, etant com- 
prises-dans la suite 

O, T,' 2, 3 , ..., p — 2, 

verifient la formule 

( 6 ) ^4-^=1 (mod./)). 

Soient maintenant 

hf k, l, ... 
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des nombres entierf divers. On trouvera successiyement 

®/t 0£ = R/;,* @A-4-*5 

®A ®* &/— R;,,/C ®A-t-A 0/ = R/i,lR/i+t,/ ®A+*-W> .... 

Done, si 1 ’on pose generalement 

(7) 0*0*0/- • •= R*,*-,/,.,. ©A-(-*-t-/-t-...> 

/ 

sera encore une fonction de p determinee par une e 
la forme 

R*, = •••• 

II est bon d’observer que, si 

A —f— k ~H l -f-... 


n’est pas divisible par n, on aura 
(8) Ra,*,/,...= 

le signe S s’etendant a toutes les valeurs de i, i', i", ... 
comprises dans la suite 

O, I, 2, 3, p 2, 

verifient la condition 


(9) t l -\- t v -\- t r -h. .. = i (mod./?). 

Ajoutons qu’en vertu de la formule (7), 1 ’exprcssion 


sera, comme le produit 
et comme l’expression 


R *,£./. 


0 /, 0;, 0/, . . 

®A-t- A.M-/+... 


©A ©* 0/. . . 


®A-H*-f7-K,.= 9 -+- p h p k p ! ■ ..9‘- 1- p ih p' lk p il . . .Q 1 ' 4-. . p(/>-2)/«p(P-S)A| 

une fonction entiere et symetrique de 


r > P > P 9 • • • 9 



NOTE HI. 


113 


par consequent line function lineaire des sommes 

p h -+- p k -+- p ! 
p- h -t- p ik -4- p sl 

. > 

pin- U/i -j- pin-\)k pC/i—1)/^ 

dans lesquclles les coefficients soront des nombres on tiers. 

Les equations (2), ( 3 ) et (7) entrainent les diverses formules que 
nous avons donnees dans le Memoire, et particulierement celles qui 
changent le quadruple d’un noinbre premier p, ou d’une puissance 
entiore do p, et ([uelque.fois ee nombre lui-meme en expressions de la 
forme 

-f- ny % y 

n otant un diviseur de p — 1. 

D’abord, si Ton suppose n = 2, et par suite. w= ' > la racine 
primitive p de l’equivalenee 

.r* —. 1 

sera simplement 

p = — 

et, en posant A = x, on tirera do la formule ( 3 ) 

»?■" (“0 

ou, ee qui revientau memo, 

r -1 

(10) (0 — 6 ‘+- 6 ‘' — ...— 0 ir "' ) s =_(-r) * p . 

On se trouvera ainsi ramene a la formule (i/|) de la premiere Note. 

Coneevons maintenant que n soit un nombre premier impair. Alors 
les diverses racines primitives de l’equation 

( I I ) X n = I 

seront 

r\ rsi a U "*1 rj ft — 1 • 

p, p,p, p ,p ,p , 
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ces racines primitives, c'est-a-dirc les divers termes de la pr, 
arithmetique ^ ^ ^ —3, n — 2 , n — i. 


on obtiendra pour valeurs correspondantos de 0, les express 

©„ e„ e», •••< 0 '- 3 ’ 0 ' t “ 2 ’ 0,l_1 ’ 

, - a ' n r-imiation (3'), verifieront la formule 

lesquelles, eu egard a l equation^;, 

0, ©„_, = © 2 0»-L = • • • = 0 !i=i' = P ' 

par consequent la suivante : 

r/V =©,©2®3- • -®«-3 0 ' 1 - 2 0,, -‘* 

( 13 ) F 

D’ailleurs, les divers termes de la progression arithmetique 


,, 2, 3 , »- 3 > ,4 “ 2 ’ “ 


peuvent etre censes representer les diverses racines de 1’ 

*»-*== i (mod.n). 

(i 3 ) 


,1, a plus : si 1’on nomme , une racine prunit.ve de cello . 
les termes dont il s’agit. abstraction faite do 1 ordre da, 
sent ranges, seront equivalents, suivant 1c module n, 
termes de la progression geometrique 


1 , S, -? 1 , •• 

et, par suite, la formule ( 12 ) donnera 
04) 


n — l 




Observons a present que Equivalence (i3) so deeom 
autres dont la premiere, 

« _ 1 


X 


(mod.n). 
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a pour racines les puissances paires de s, savoir 

i, s"-, s’*, .. ., s' 1 - 3 , 

tandis que la seconde, 

n — 1 

x 2 = — i (mod. n). 


a pour racines les puissances impaires de s. Done le produit qui 
constitue le second membre de I’equation (i4) peut etre decompose 
en deux autres produits de la forme 


0| 0 5 a 0 5 i . . . 0 s n-i [{ j _ ,,,..' 01+5 , +jV...+J"'’) 

0$ 0$ s 0$s . . . 0$ n a — II . s' '■ 3 0,a+,v 3 -f-i‘ 5 H-. . .-4'-S' n 3 a 

■ I 

et comme on aura 


1 _ [ 

I+,S !! + 5 1 + ... + ^“ 3 ii — 5 - =0 

S 2 -I 

(mod./i), 

, _ . s n ~ i — 1 

£ -h s 3 ,9 5 -i- . . . 4 - S rL ~ 2 = S — - = O 

S 2 — I • 


par consequent 


0 1-+-5 3 -+-.v 4 4-. . 3 : — ®0 : — * t 

®S-\-S :i -+-S 6 +-...-hS n ~ :i ©O— 1 t 


il est clair que les cleux produits 

©! 04 04 . . . 04-3, 0^ 04 04 . . . 04-a 

se reduiront, le premier, avec R i}S \/-*, a une fonction enti&re et 
symetrique de 

O O s * D s n ~* 

r> r > r > * * • 9 r » 

le second, avec Rr,.,»,*».a une fonction semblable de 

p s , P s % P s ‘> .... p'—, 

les coefficients etant des nombres enders. D’ailleurs, une fonction 
endere et symetrique de 

p, p s ', p si , ..., p s "~‘ 

sera simplement une fonction lineaire des sommes de la forme 

p m -h p ms '-h p ms 4 -h.. .-t- p m ‘ n ~\ 
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m designant un entier infeneur a »; et an. setnblable somm. 
reduit toujours a 


p + p s, + p * 4 - 


ou bien a 




selon que 
paire ou a 
par c 0 , c y . 


m es t equivalent, suivant le module n, a une pu.ss: 
uue puissance impaire do ». On aura done, en destg 
e„ des quantites entieres, 


0 , &s‘ ®.V‘ • • • = C„ + c, ( P + p "- 5 + • • • + P S " 

puis on en conclura, en retnpla<?ant p par 
0,0^ • • •Gb"- 1 = C 0 -t- Ci C-+- p- p 


'* ) + c 2 ( p s -+- P '"' 3 + • • ■ + P *’ 

p' ? ’ 

‘ -I ) Cj ( p P ^ 5 P * 


D’autre part, les expressions 

i, p, p s > •••> P"'"”’ 

q „i coincident, a l’ordre pres, avec les suivantos : 

2 n n ~~ 1 

i, p, p» •••’ P ’ 

represented les diverses racines dc l’equation 


x n ■= I 


et offrent une somme nolle; en sortc qu’on a 

p -l_pS+p sl -H. • •+ P S '“‘ = — '* 

Ce n’est pas tout; si Ton pose 

p _p* + p**-...-P**“*=A, 

on tirera de Equation (to), en y cemplaeant p par n, 9 par p el 


Cela pose, on trouvera 
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p -+- p s '-H • . . -+- p s “ 3 —--—> 

et, par suite, 

e 1 0 j! 0 s ,...0 s r.-,-i(A + BA) > 
0 S ©,» 0 jt ... i (A — B A), 

ou, ce qui revient au meme, 

( a 0j 0 S <... 0j..-> = A -+- B A, 

(16) 

| 2 0_ s 0js©^...0 g n — a ~ A — HA, 


les valeurs de A, B etant 

(x 7 ) A 2 Co c 4 Cj, B c | Cj ^ 

puis on tirera des equations (x6), combinees avec les formules (i4 
et(x 5 ), 

n — 1 

4 p 2 = A s —B S A S 
ou, ce qui revient au meme, 

n —1 n —1 

(18) 4 p 2 =A S —(—i) 2 «B% 

les valeui’s numeriques de A, B etant deux entiers qui, en vertu de: 
formules (17), seront de meme esp£ce, c’est-a-dire tous deux pairs ox 
tous deux impairs. 

Observons encore qu’en vertu de la formule 


1’equation 


s 2 =— 1 (mod./i), 

p 


pourra s’ecrire comme il suit: 


(19) 


0jm0 




— 1 
2 


P 


(mod.n). 
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D’ailleurs, si l’exposant m est un terme de la suite 

o, i, 2 , 3, . .., n — i, 

pour que l’exposant m dt ——• soit lui-meme un terme de ce 
il suffira de reduire le double signe ± an signe -+- ou au s 
selon que m sera inferieur ou superieur a ———■ Enfin, dai 
mule (19), les exposants 

, n — 1 

m , m zt- 

2 

seront evidemment de meme espece, c’est-a-dire tous deux 
tous deux impairs si n est de la forme tandis qu’i 

d’especes differentes si n est de la forme 4 x 3 . Done, si n 
forme 4^ + x, chacune des expressions 

0 t & S ‘ ©.,< • • . ©.«»-*, 0j ©.,» ©, 5 s . • ■ 0j-> 

se composera de facteurs qui, multiplies deux a deux l’un pa 
fourniront des produits egaux a p. Done alors, les formi 
devront so reduire a 

n — 1 

©1 ©i» ©s<- • •©*■-’ =P 4 , 

n — 1 

0. 5 ©i> 0 s s. . . ©,»-> rr p 4 

et Ton aura, en consequence, 

n— 1 

A = 2 p k , T> = o. 

Si, au contraire, n est de la forme l\x 3 , alors el 
l’equation (18) donnera 

n — 1 

( 20 ) 4 p 2 =A ! + «B ! 

rtt Ol I A M n A Art Art n t 1-\X 1 A 1 tl A 1*1 A 11 t A nlll.lAAlAAA /~ 1 /*V VI /"r 111 /*ln (1 A 


NOTE III. 


nement A et B, on pose 

A =p>'X, tt=p l y, 
n — i . 

on verra la formule (20) se reduire a 
(21) 4 p^=x i -\- ny-. 

Si, pour abreger, on designait par la notation 

[I] 

le produit 

0; © s i © s «.. .0^—1 


compose des facteurs de la forme © A qui correspondent aux 
de h propres a verifier la formule 


et par la notation 
le produit 


x 2 — 1 (mo<l..«) 

[-1] 

©i ©i> ©j*... ©j"-» 


compose des facteurs de la forme 0 A qui correspondent aux \ 
de h propres a verifier la formule 

n — 1 

x 2 = — i (mod./i), 


les equations (i4)> (16) se presenteraient sous les formes 

a[i]=:A + Bi, 2[— i]=A — BA 

et les deux derniferes se reduiraient, lorsque n serait de la 
L\x -+-1, aux deux equations 
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Concevons maintenant que n soit un nombre compose, en soi 
qu’on ait 

n = vco 


et.supposons d’abord les facteurs 

V, 0) 

premiers entre eux. L’un d’eux, v par exemple, sera necessairemt 
impair. Si d’ailleurs on nomme ? une racine primitive de l’equation 

x't— I 


et a une racine primitive de l’equation 


on pourra prendre 


P = s«; 


puis, en supposant qu’un nombre entier donne h soit equivalent 
suivant le module v, et j suivant le module co, on trouvera 

p h =. g 1 ' at . 


Par suite, l’equation (i) donnera 

(22) S -+- 8 ‘ - 4 - 9 ‘-)-... - 1 - a,(p—2)j Q tV ~', 


Pour abreger, nous designerons par 

la valour de @ A que fournit l’equation (22). Cela pose, on reconnai 
sans peine : i° quo la valeur de 1’expression 

completement determinee pour chaque systeme de valeurs de i et de 
ne varie pas quand on fait croitre i d’un multiple de v on j d’un m 
tiple de co; 2 0 que 1’equation 


0 A =©,., 
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cut mine la suivanto : 

(■) h = (•) j, 

d" <|it<‘ l(*s itombros h cl / soroul dc memo osporo, r’ost-a-diro (on 
deux pairs mi Ions deux impairs si 

/' — 1 

m - ..- ■ 

Vto 

est un noinbre impair, pttisque, v elanl impnir et /> - i pair, n n 
pourra deveiiir impair que pour des valours pa ires de to. I)c plus, o 
Iirent des fortuities (*.*.) id ( 5) : t" en sttpposaul it la fois t divisild 
par v el j par <», 

< -Jt3) H,,y (*>„ l0 • t; 

dans hi supposition eonlraire, 

(y'tl / (*• It n/ /' w «./ w v /,(.I r 

Si (D est impair ainsi que v, alors n elanl neressairomonl pair, la Id: 
mule (*.v'j) dotutera simplement 

(•<•*> w / /»« 

Dour montrer tine application de res nouvelles Idrmules, eons 
derous d’altortl le eas oit 

**i H V 

sentient deux nombres premiers impairs. Soient, dans et* eas, u tin 
nteitte primitive tie I’equivalence 

(ttit .r v 1 t (mod. v) 

et rtf une raeine primitive tie I’equivalenee 

(} ./■'*’ ‘hi (mod.&>). 

I,os diverse* rarities tit* I’equivalence (ad), en nombre egal it v i 

ftiiit eiottt I At en # Anil t twl I (uimt ntrtliitff ii/t 1 f 1 V!11* I ItC Ilf VttPC f < 
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de la progression arithmetique 

i j 2, 3 , • - - , v 2, v i, 

soitpar les divers termes de la progression.geometrique 

I, u, u 2 , C< v ~ 3 , (i v_2 , 

et pareillement les diverses racines de l’equivalence (17), en noi 
egal a w — 1, pourront etre representees indifferemment, soit pa 
divers termes de la progression arithmetique 

1, 2, 3 , ..co — 2, w — 1, 

soit par les divers termes de la progression geometrique 

x, a, « 2 , «“~ 3 , a <0 ~ 2 . 

Or, parmi les valeurs de 

que fournira 1’equation (22), celles qu’on obtiendra, en suppos 
premier a n, ne differeront pas de celles qu’on peut obtenir en pr< 
pour i une racine quelconque de la formulc (26) ct pour j une r 
quelconque de la formule (27). Done cites co'incidcront avec 
quelconque de celles que presente le Tableau suivant: 


®1,1> 




®1 ,ay 



0„v- 





• • * • > 


.j 

.... 


et leur nombre N, determine par la formule 

N = (v-i)(co-t), 

ne sera autre chose que le nombre des termes do la suite 


1 , 2 , 3, 


n — 1 
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\±i 


infbriours a 


n -- mv, 


mais promiors ii n, D’aillours 


bqualion (7), eomhinoo avoo lalbrmult 


* A-1 /i ... ~ l 


cl roduito aiusi ii la Ibrnio 


H a « A <■),. H A , 


foui'iiira pour valour <lu produit 

<■>/, B, B,. •. 


uno fonotiuu onlioro ol symolriquo do 

fA fA A 


par oonsoquonl uno Ibnolion onlioro ol symotriquo, non soulomont d( 


main onooro do 
si la soinmo 
osl divisihio par 


jA «*, a 1 , 
h h k t’ /•+*... 
n — wv, 


o’os(-ii-diro, on d’aulros lormos, si oollo sum 1110 osl divisihio ii la fois 
par v ol par «. Or ootto condition sora bvidemmont romplio si 1 ’on tail 
ooinoidor 

B A , B*, B„ ... 

avoo oollos dos expressions do la forma 

«,.y 

qui, dans lo Tableau (uH), oHrent j»our promior indioo uno puissanoo 
pairo do « ot pour sooond indioo uno, puissanoo pairo do«, puisqu’alors 
la sommo 
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m 


sera equivalente, suivant le module v, au produit 


G> - I , , v W — I M v * — I 

-(l + W ! -l-...+ U v ~ 3 ) = -;- = O 

2 2 II -— I 


et, suivant le module u>, au produit 


• (n-« 2 - 


v — i — r 


2 a - — i 


D’autre part, en supposant 


® h — ®i,y 


et, par consequent, 


i==h (mod.v), j~ k (mod.co). 


on en conclura 


a !, = a.L 


Done, en vertu ties remarques precedentes, le produit 


( ® 1,1 • * • ® 3 , i ) ( ® l,a 3 ® n\d- • • • ) • • • ( ® 1, u 01 1 ® tt a ,rt'’ l ~ 3 • . • ® 


sera en meme temps function symetrique de 


a, oc a % a“', .. ., 


Concevons maintenant que, pour abreger, on designe par 1 ; 


le produit dont nous venons de parler, c’ost-a-dirc, en d’autrt 
le produit des valeurs de ©/*, correspondant aux valours d 
etant premieres a n, verifient les deux equivalences 


x 2 e= i (mod.v), x 2 == i (mod.w). 


Designons de meme par 


[<>-•] 
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verifient Ies deux equivalences 

X-l M-l 

(3°) x 2 = i (mod.v), a; 2 ==— i (mod.w); 


par 


[—o 0 


le produit des valeurs de 0^, correspondant aux valeurs de k, qui 
verifient les deux equivalences 

V-l o) — 1 

(3i) ' x - == —j (mod.v), x 2 — i (mod.at); 


enfin par 


[—o —>] 


le produit des valeurs de 0 A , correspondant aux valeurs de h, qui 
verifient les equivalences 

v —1 0 ) —1 

(32) x 2 =—i (mod.v), x 2 *=—i (mod.w); 


on aura 


(33) 

[i,ij =(0 M e„M.. 

..e-« 

,1 )(®i,« 2 ®/* s ,a a - 

• * ) * • • ( ® l, <a ,u -" 3 ®/t a ,a w — 3 • 

.0,, 

(34) 

[•, — i] =(8^ 

. . ©„V-1 

,«) ®/* 3 ,a 3 - 


■ .0,. 

(35) 

[—I,l] = (®«,1 ©«’,1 • • 

..0„V-L 

, i ) (®M 3 ,a 3 • 

• • ®M v- " a ,a a } • • • ^it 3 ,^”* 3 • 


(36) 

[ * » 11 — ( Ok, a 8« 3 ,« • 

• • 0,iV-> 

,a) ( ®u.,a 3 ®w 3 ,a 3 • 

• • ®w v ” 2 ,a 3 ) • • • (®«,a w ~ 3 ®tt 3 ,a w ” a * 

• • 0/C 


et, d’apres ce qu’on a dit ci-dessus, le produit 


sera une fonction symetrique, non seulement de 

-. r uv—3 

by by • • •> S y 

mais encore de 

a, a a ', x a *, . . ., a®* - ’. 

Pareillement, on reconnaitra que le produit 
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est fonction symetrique, non seulement de 


€, S' 1 *: 


mais encore de 
que le produit 


<x a \ cc a % <x av ~ 
[—'»l] 

est fonction symetrique, non seulement de 


r ll r U 3 r u & C UV- 2 

b > b > b > •••? b > 


a, a a? , 


mais encore de 
enfin que le produit 

est fonction symetrique, non seulement de 


mais encore de 


r n 

b y b » 


OL a OL a 


D’autre part, comme on aura 

v -1 to ■— l 

u 1 = —i (mod.v), a 2 = —x (rnod.co), 
l’equation ( 25 ) pourra s’ecrire comme il suit: 


( 3 7) 


©a”,a" 1 ' , a m ' J=! T i = p, 


et il est clair que, dans cette equation, les cxposants 


m, m ±; 


v — i 


seront de meme espece, c’est-a-djre tous deux pairs ou tous 
impairs, si v est de la forme mais d’especes differed 

v est de la forme L\x-\- 3 . Pareillement, les exposants 
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seront de meme espece si co est de la forme [\x 4- i et d’especes diffe- 
rentes si co est de la forme !±x 4 - 3. Cela pose, si les nombres 

(O 

sont tous deux de la forme (\x - 4 - x, chacun des produits 
[>,!]. ['»—!], C—O 1 ]. [— !> — '•]» 

N 

compose de facteurs de la forme ®,-j, en nombre egal a T , se reduira 

4 

evidemment, en vertu de l’equation ( 37 ), a 

N 

P 8 - 

On aura done alors les formules 

/, [-!,!]= /, [- 1 ,- 1 ]=/ 

qui entraineront l’equation 

(38) 

analogue a la formule (i4)- 

Si les nombres v, co sont tous deux de la forme l^x - 1 - 3, alors on 
tirera des formules (33) et (36) ou (34) et (35), jointes a la for¬ 
mule ( 37 ), 

(3g) [1,1] [—1, —1] = p x , [>> — >] [—4 0=/ jT > 

et 1’on deduira encore de ces demises l’equation (38). 

Enfin, si des nombres v, co, un seul, v par exemple, est de la forme 
L\x 4 - 1 , I’autre, co, etant de la forme [\x-\-'5, alors on tirera des for¬ 
mules (33) et (34) ou (35) et (36), jointes a la formule ( 37 ), 

(4o) [ 1 , OK —[— i, fit— 1 * — = 

et Ton deduira encore de ces derni^res l’equation (38). 

L’equation (38), analogue a (i4)> conduit aussi a des conclusions 
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de la forme 

x~- 1 - vy 2 . 

Mais laformule (43) coutinuerait de subsister et Ton pourrait 
deduire une nouvelle formule de la decomposition du second 
de 1’equation (38) en deux facteurs de la forme 

[i, l][— I, - l], [i,—l][— I, l]. 

Alors, en effet, le produit 

[>> '] [—j, — i] 

serait une fonction entiere et symetriquc, non seulement de 


et de 

5, s M \ 

s''- 3 

mais encore de 

S r4 \ 

• * • > y 

et de 

a, , 

a* 0, “ 3 


0C a 9 <X a \ 



qui ne serait point alteree qnand on y remplacerait simultanem 
S par S'% a par cc n , 

les coefficients numeriques des dilferents termes etant d’aillei 
nombres entiers. Par suite, le produit 

[l, l] [-1, —l] 

se reduirait a une fonction lineaire, non seulement des somnies 

(s + (s“4-;“ s 

(a 4- a a ’ 4-. . .H- a' 1 '" -3 ) + ( <x a -t- a' 1 " -+-. . . -+- 

mais encore des sommes 


(« 

4- 4-. 

.. + a«-*)( s 

4- s“ a 4-. 

■ • 4- S“ v-1 ) 

+ (« a 


, .4- (?« 

4- S“*4-. . 

■ • 4- ), 

(oc a 

H-'a a3 + .. 

)( S 

4- 4-. . 

. 4- s“ ,_> ) 

-+-(« 

4- a a, 4-. . 

.4 -Ct**"’) (c>‘ 

-4- c“ 3 -4- 
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Or, des quatre sommes qui precedent, les deux premieres se redu 
ront a — i, puisqu’on aura generalement 

S 4- S“ H- -+- . . . -+- S' 1 ’ - ’ -+- S“ v_ * = — I, 
a ■+■ a. a + ot“ J -+-. . .4- i, 


et, quant aux deux dernieres, comme, en posant pour abreger 



q — -H s“ 9 — . . 

| 

= A, 


on trouve 

a — a a 4- a a ’ — . . 

. 4- a aw " 3 — 

— A', ' 


5 +■ + • ■ 

2 

4- qu* -u . 

..-f-S uV - J = — 

f 4- A 

? 

2 

a 4- a ft2 4-. . 

I — A' 

. .4- , 

2 

a a -+- 

. .4-a a “- 1 = — 

14- A' 

' 2 


elles pourront etre representees par les expressions 
i — A' i —A r-t-A'i — A i-t- AA' 

- - - - - - j 

2 2 2 2 2 

t — A / i - A i-i- A' i+A ___ r - AA ; 

2 2 2 2 2 

Done, dans l’hypoth&se admise, le produit 

[., i] [-i f -i] 

se reduira simplement a une fonction entiere et lineaire des rappoi 

i + AA' i — AA' 

-, -, 


les coefficients etant des nombres entiers; en sorte qu’on aura 
r , r , i -t- AA' r—AA' 

[l,j][— l, — l] — C 0 -+- C, --- h C 2 --- > 

c 0 , c t , c 2 designant des quantites entieres. Si Ton pose maintenant 


A — 2 Cq •+* €i -H c 2 , 


B — c i ~~ c 2) 
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la formule preeedente donnera 

(44) 2[i, i] f— i, — i] = A -+- BAA', 

les valeurs numeriques de A, B etant deux entiers de meme espec 
c’est-a-dire tous deux pairs ou tons deux impairs. D’autre part, s 
dans la formule (44)* on remplace q par q", sans remplacer en men 
temps a par a", alors, au lieu de cette formule, on obtiendra la si 
vante : 

(45) 2 [i, — i] [— i, i] = A — BAA', 

puis on tirera des formules (44)* (45)* combinees avec 1’equation (38 

N 

(46) kp"- = A 2 — B 2 A 2 A' 2 . 

De plus on aura, en vertu de 1’equation (io), 

V -2 

(s - s“ -t- s“’ —■ • • + s'"-’ — s '" -1 ) 2 = (— I) 2 V, 

0) — 2 

(a — a. a ■+■ c/. a ' — a a “~ 3 —a““ _1 ) 2 =(—i) 2 co 

ou, ce qui revicnt au meme, 

v — 1 a> — 1 

A 2 = (— i) 2 v, A' 2 = (— i) 2 w. 

Done, lorsque v sera, comme on le suppose, de la forme [\oc -+- 
to etant de la forme l\x -i- 3, on trouvera 

A 2 =v, A' 2 =-« 

et la formule (4b) donnera 

N 

(4-7) ^ A 2 -h vco B 2 . 

Enfin, si Ton nomme p x la plus haute puissance de p qui divise simu 
tanement A et B, alors, en posant 

A = /A a?, B — p^y, 

N ' i 

P = — — 2A, 
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on verra la formule ( 47 ) se reduire a 

(48) ■kpV-=zsc i -\- vcoy 2 

ou, ce-qui revient au merae, a l’equation 

(49) kpV-=x 2 -+- ny\ 
la valeur do n etant 

n — vu. 

II est bon d'observer que, le nombre v etant suppose de la forme 
[\x -+-1 et le nombre 00 de la forme 4^-+-3, le nombre n sera de la 
forme [\x-\- 3, dans I’equation ( 49 ) aussi bien que dans l’equation ( 21 ). 
On peut ajouter que n , etant le produit de deux facteurs premiers 
impairs, v, co, ne pourra etre de la forme 4^ + 3 que dans le eas oil 
un seul des facteurs sera de cette forme. Effectivement, si v et o> etaient 
tous deux de la forme (\x -+- 3 ou tous deux de la forme !\x - 1 - 1 , leur 
produit 

n = V6> 


seraitevidemment de la forme l\x -+- 1 . 

Les diverscs formules qui precedent s’accordent avec celles que 
nous avons etablies dans le premier et les deux derniers paragraphes 
du Memoire.,Elies peuvent d’ailleurs etre facilement etendues au cas 
oil n serait le produit de plusieurs nombres premiers impairs 

V, v', .... 

Ainsi, en particulier, supposons 

n = vv'v rr , 

v, v', v"designant trois nombres premiers impairs, et representons pai 

le produit des diverses valeurs de © A correspondant aux valeurs de h 
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qui, etant premieres a n, verifient les equivalences 

V — 1 V'—1 v "— 1 

(50) x 2 =i (mod.v), x 2 =i (mod.v'), ^ 2 =i (mod.v 

Soit encore 

[-1, — i, — ij 

le produit des diverses valeurs de correspondant aux valeurs de 
qui, etant premieres a n, verifient les equivalences 

v — t — 1 v"~ 1 

(5 1 ) x~=— i (mod.v), x 2 ==—i (mode/), x 2 =— i (mod.v 

et concevons que Ton emploie, dans un sens analogue, chacune d 
huit expressions comprises dans la formule 

[±i,±.,±i], 

de sorte qu’a un changement de signe opere dans le dernier memb 
de la premiere, ou de la seconde, ou de la troisiemc des formules (no 
doive toujours correspondre un changement du signe qui affccte 
premiere, la seconde ou la troisieme unite dans la notation 

Soient d’ailleurs respectivement 

u , u', a" 

des racines primitives des trois equivalences 

= i (mod.v), x v '~ l =si (mod.v'), (mod.v") 

et 

s, s', s" 

des racines primitives des trois equations 

•3? V =I, x v '=i, x^'—u 

Enfin posons 

(5a) t A 
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et nommons A', A" ce que devient A quand on remplace v par v' ou v" 
Chacune dos liuit expressions 

( too']. [I, —1,-tJ, [-1,1, —i], [— I, —[,i], 

(oo) 

( [— I, - I, — i], [— >,t, |], [l, 0 — j] 

sera une fonction cntiere et symetrique, non seulement de 


ou de 



mais encore de 

s'S s“*, • 

«V-3 

ou de 

s', s'“' 2 , . 

s'- v - 

et aussi de 

fill* Ju 3 

S > b > 

-fu'v'—i 

. . . , tj 

ou de 

r » r «u tt * 

S y S » 



J/u" Jt n" a 

T9 > S J 

J! u"v"- 


ies coefficients numeriques etant dos nombres entiers. Par suite, or 
pourra en dire autant des produits qu’on obtient en multipliant I’unf 
par l’autre deux ou plusieurs des expressions (>3), et chacun de ces 
prodnits, ainsi quc chacune de ces expressions, sera non seulemenl 
une fonction lineaire des deux somrnes 

par consequent des deux rapports 

1 — A r -+- A 


mais encore une fonction lineaire des deux rapports 

1 - A' 1 + A' 

-J - 

2 2 

et aussi une fonption lineaire des deux rapports 

1 — A" i-t- A" 


2 


2 
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Done chacune des expressions (53), ou chaciin de leurs pro 
multiplies par 2 3 = 8, deviendra non seulement une fonction li 
de 

• i —A, i + A, 

par consequent de A, mais encore une fonction lineaire de 

, - A', i + A', 

par consequent de A', et aussi une fonction lineaire de 

r _ A", i + A", 

par consequent de A", de maniere a offrir generalement huit f 
dont l’un sera constant, les sept autres termes etant respectiv 
proportionnels a 

A, A', A", AA', AA", A'A", A A'A" 

et les coefficients numeriques etant toujours des nombres ei 
Ajoutons que de la premiere des expressions (53) on peut d 
successivement les sept autres en y rempla^ant separement ou : 
tanement 

A par — A, A' par — A', A" par — A", 

e’est-a-dire en changeant le signe de A, ou de A', ou de A", au m 
oil, dans la notation 

[•> h li¬ 
on change le signe qui affecte la premiere, la deuxieme ou latroi 
unite. Gela pose, si Ton considerc en particulier les deux produ; 

^ ( [l, I, '][!, — I- — l][— I, !, — (] [— I, ~ •, l], , 

I [— i, — r, —,][—i, i, i][r, — r, i] [i, r, — i], 

*> 

il est clair que chacun d’eux restera invariable, tandis que, de 
differences representees par 

A, A', A", 
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doux seulumoiil ohaup;oront do signo id quo, pour doduiro lo socotn 
produil du promior, il suflira do ohangor a la Id is lo sippio do A, coin 
do A' id oolui do A". 11 suit do ootlo romarquo, id do eo qui a (do di 
plus haul, quo tos produits ), multiplios par lo nombro u 3 -= 8, n 
dovrmil renformor auouu tormo prnporliomiol ii uuo soulo dos diflo 
rouoos 

A, A', A" 

ou ii Pun dos produits partiols 

AA', AA\ A'A" 

ot dovront so roduiro a doux hinumux do la 1‘nrmo 

<i i AAA'A'. 

« A A A'A". 

ti, h dosignanf doux quantitos onfioros. On aura done 

\ tilt, », 11| - i, i, i|| i. 11 oi AAA'A", 

|,M| I H| I, I, t|| t. t, » H t. I, I || I. I. I | :; it AAA'A". 

D’aulro pari, olutoun dos produits pouvant Atro o.onsidori'* uomm 
uuo foiudion ontioro dos rapports 

i A t i A i A' t i A' i A" t I A' 

* * ■--» ‘ > ^ w ... } 

i t ’i ’i *i *,4 

dans laqutdlo los oooffieionts numoriquox sont ontiors, so roduira 
au siguo pros, a un nmnhro ontior si l’on y romplaoo oliaouno. do 
diU’orotioos 

A, A', A" 

par un nomhro impair; par oxomplo, par I’unito. Done un tol rompla 
oomont doit rondro lo promior mombro ot, parsuito, losoomid mombr 
do ohaouno dos Aquations (VI), divisiblo par H. Dono los doux binoino 

a -| /#* ft — b 

soront divisildoH par 8; d’oii il suit quo lour domi-sommo a ot lou 
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demi-diffCrence b seront divisibles par 4 ou de la Forme 
a — 4 A, b— 4B, 

A, B etant des quantites entieres. Done les formules (55) donneront 

| 2 [i, i, i ][i, — i, — j][— i,i, — i ] [— f, 1 i] ~ A 4 - BA A'A", 

(56) 1 a[— i, — r, r][— r, r, i][i, i,- r] =A — BAA'A", 

les valeurs numeriques de A, B etant des nombres entiers. 

Observons a present quo — i sera unc racine de Equivalence 

V—1 

(5y) x - =i (mod.v) 

si, v etant de la forme L\x -h i, le rapport J -~- est un nombre pair et 
sera, au contraire, une racine de Equivalence 

(58) • x 1 == — i (mod.v) 

si, v 6tant de la forme L\x 4- 3, le rapport cst un nombre impair. 
Done, par suite, les deux quantity 

/<, — //, 

Bune sera racine de Equivalence ( 57 ) et 1’autrc racine de E6quiva- 
lence (58) si v est de la forme L\x 4 - 1 ; mais toutes deux seront racines 
d’une seule de ces equivalences si vest de la forme t\x 4- 3. Pareille- 
ment, les deux quantites 4 - h, — k seront racines, l’unc de requi¬ 
valcnce 

(39) x 2 ==j (mod.v'), 

Eautre.de Equivalence. 

( 60 ) x 3 = — i (mod.v') 

siv' est delaforme l\x 1 ; et toutes deux, au contraire, seront racines 
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d’une settle tie cos equivalences si v est de la forme l\x -+- 3. Enfin, 
les deux quanlites -+- A, — h seront racines, 1’une cle requivalence 

(0 1 ) x - ~ i (mod.’/), 

l’autre de Equivalence- 

(62) x 2 ==—i (mod.v") 

si v" esl de la forme L\x-\- 1 ; et toutes deux, au contraire, seronL ra¬ 
cines d’une seule de ces equivalences si v" est de la forme l\x -h 3. 
Cela pose, il est clair que les deux monomes 

appartiendront, comme facteurs, a une seule des expressions (53) si 
les nombres 

V, ’/, v" 

sont tous trois de la forme L\x H- 1 ; et, comme le nombre des facteurs 
compris dans chacune de ces expressions est 6gal au huitieme du 
produit 

N = (v — l)(v' — 1) (v w — I), 

qui represente le nombre des termes premiers a n = wV dans la suite 

1, 2, 3 , . . ., n — j , 

on aura 6videinment, dans le cas dontil s’agit, eu egard alaformule (3), 

deux seulement, par exemple v, v', sont cle la forme 4x -f- 1 , le troi- 
sieme, v", 6tant de la forme /|^-f-3, alors les monomes 


(63) 


[1,1,1] —1,[— 1, 1, — 1]=/“, 

[-1 ,-1,-1]=^, [-«,.,«] = />», [«,-«, 1] = /A 

. Si des nombres 


0/n 0~/t 



UO MEMOIRS SUR LA theoiue des nombres. 

appartiendront comme facteurs, non plus a une seule, mais a deux 

des expressions (53) qui ne different entre elles que par le signe de la 

troisifcme unite, etl’on trouvera, par suite, 

, * * 

= ^ 8 ’ [“I, — ll=P\ 

(64) N N 

([- 1 ’ 1 ’ 'H 1 ’- 1 ’'] = p 8 - 

Pareillement, si des nombres 

V, v\ ’/ 

un seul, v par exemple, est de la forme l\x H- i, lcs deux autrcs, v\ v", 
etant de la forme l\x 4- 3, les monomcs 

0/„ ®-/, 

appartiendront, comme facteurs, a cleux des expressions (53) qui ne 
ditfereroni entre dies que par les signcs de la douxieme ct de la 
troisieme unitd On aura done, par suite, 

I N N 

ri, i,x][i, — i, i] p s i [- »,i, —1][—i, i]=/> 8 , 

N 

Cl, — I, r][i, 1, -i]-p 8 , [- I, '][— - h - ']=/> 8 - 

Enfin, si les trois nombres 

V, v', v" 

sont tous trois de la forme 4.x* + 3, les monomes 

0/tj 0-/t 

appartiendront, comme facteurs, a cleux des expressions (53) qui 
diff6reront entre elles paries signcs des trois unites, et 1’on aura, par 
suite, 

[., A [i, -i, -«][-*, i, d=yA 

I]=/, [ x, r, 1][I, i,-i]=y5'. 
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ll c*st d’ailltmrs t» vide ut qu<\ clans Imis les t*as, les formulos 
M'Mu mi {<»(»). cntraincmt la suivanto : 

*» 

i r 1 i*.« ill*. ». t|[ 1 , 1 , mi i. »»>|| i. -i,~ 111 — i,l, j) 11,• i,. t 

t*mnim\ dans l«* prcmtinr rt lr (roisinuu* ran, <m (ire 4 lc*s formulos ((H) 
ou 

I If, f. f Hi. f. Mi «. f. tIt I. t. M /'*. 

f i 

( l '■ *■ 'll ... 'I /■'. 

d i*st i‘lair qiuilnr* mi d«dt avoir, dans lc*s iormulns 

N 

\ S/.*, tl M. 

An rontrairm clinic It* dmmemm rt It* t|unlrit*im* ran, cm tin* tit* 
IVqmdmn HMujmiitf* ati\ fnrtmilra ( 

% 

ifHM i/»* X IIUU*’.*'*. 

On truiivi* d'aillfttr*. dims In dtnixirmt 1 ras, 

X v. X* v*. A n V 

ft. dim% li* quatrimim, 

X v. A * v\ A r ' ■ v". 
tin aunt dmir, dims Tuti ft i*autrf ra*. 

S'X'A" ~*vvV - /*; 

ft. nit In fortmilt* C%t dim m*ra 

17 «M 4/*’ k f I /lit 1 . 


U'atllfHr*, fiamd It** trot* fartnurs primtirrs d«* n % peux tjni Hunt dr la 
fiipiim \r * “I s«*rmit rn mint bn* impair duns In dcuxitmit* ft lr qua- 



tkZ 


MEMOIRE SUR LA THEORIE l)ES NOMBUES. 


trifeme- cas, .et en nombre pair dans le premier et le troisieme cas. 
Done le deuxieme et le quatrieme cas, auxquels se rapporte liqua¬ 
tion ( 70 ), seront prfecisement ceux oil le nombre n est de la forme 
4 sc -+- 3. • • . 

4 a reste,, des raisonnements, .semblables a ceux qui precedent, 
s’appliqueraient aux cas oil le nombre entier n serait le produit de 
quatre, cinq, ... facteurs premiers impairs 

et alors, en dfesignant par N le nombre des lermes premiers a /i qui 
seront compris dans la suite 

1, 2, 3 , .. ., n — 1. 

e’est-a-dire en posant 

on se Irouvcra de nouveau conduit a la formulc ( 70 ), A, B etant deux 
quantites entieres dont la seconde sera null 0 si n est de la forme 
l[cc -+- 1 , inais cessera de s’fevanouir si n est de la forme l\x -f- 3. 

Si maintenant on designe par // la plus haute puissance de p qui 
divise simultanement A et B, alors, en.posant 

B =p*-y, 

N 

H .--= 7 

on tircra de la for mule ( 70 ) 

(71) [\pV‘— a- 2 -f ny*. 

Dans ce qui precede, nous avons suppose le nombre n compose do 
facteurs premiers impairs. Supposons maintenant le nombre n pair et 
compose de facteurs dont Tun soit 2 on une puissance dc 2 , les autres 
fetant des facteurs premiers impairs. Si Ton suppose d’abord ceux-cl 
r^duits a un seulfacteur premier v, n sera de J’unc des formes 

2 v, 


l[V, 8v, 
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Or, en supposant n divisible une seule fois par 2 011 de la forme 2, on 
retroavera des formules analogues a celles qu’on obtient quand on 
pose simplement n*—v. Mais, si 1’on suppose 

n — 4v, 

v etantun nombre premier impair, on obtiendra des resultats dignes 
de remarque. Soient, dans cette hypothese, 

«» s, p 

des racines primitives des trois equations 


on pourra prendre 


X' 1 — 1 ; 


Si d’ailleurs l’indicc h de est equivalent a i, suivant, le module v, ct 
a j suivant le module 4, on aura 

ph—aiJqi, 


ce qui suffira pour rdduirc l’equation (1) a I’equation (22); et, si Ton 
designe par 

la valeur generale de ©4 que fournit [’equation (22), les valeurs parti- 
culieres de qui correspondront des valeurs de h premieres a n, 
seront celles que prdsente le Tableau suivant : 

1 0, „ 0„ M , .... 

(72) 

/ 0,,a, 0« l3 , 0 M »,a, .... . • 

u etant une racine primitive de (’equivalence 
x y, ~ i =i (mod.v). 


Conccvons maintenant que, dans la formule (7), on fasse co'incider 


®/*1 0/0 0 / 
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avec celles cles expressions de la forme © />y - qui, dans le Tableau (72), 
offrent pour premier indice une puissance paire de u et, pour second 
indice, lTinit6. II est clair qu’alors la somme 

h -)— A' -j— l —i— . . , 

sera equivalente, suivant le module 4. a 

V — 1 


et, suivant le module v, au produit 

i-H- a s + . . .4- w v - 3 " - 

Done cette somme sera divisible par 

n — /(.v, 

ou seulement par 


ou enfin par 


suivant que v 1 sera divisible par 8 ou par/j, ou seulement par 2, 
e’est-a-dire suivant que v sera de la forme 

8.®+ 1 , ou 8j?-h5, ou 3 . 

On aura done, dans le premier cas, 

0/ i+/ ,. + = 0 O — — 1, 

(73) 0 * 0 * 0 ,...=- IW,...; 

dans le deuxieme cas, 

— 01 — 0 2v , 

el, dans le troisieme cas, 

®/t+*4— ©I — 0y, 

0v, 


(75) 


NOTH Ill. 
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pnurvu ijut* 


«*, 


rrm|dinsrni lm rmtdtliimtH rialmsus rnmirrrs, rYsf-ii-dirt*, rn d’autrrs 
fmiii'H. jtmtrvu ({it'nii fa^sr romrider Irs indirrs 

h t A, /, , , . 


nvrr mix ijui vrriiiml sitmiltanrmmt Ii*s drux rquivalrnrrs 


{"*» » * 1 i tttimi.v), r » (mml, 'i ), 

On {irmivrra tl'aillrtirH fariut : t" que, si n rM tit’ In femur H.r h t 
tai H r * !*t't|u;itinii {7 I1 mi {7^ > sVtnidru nil ran mtdnr 011 I'mi 

frniti rmiiridtT Im iudirrn 

h % A t /, , . 

nvrr mix *| 111 vrrilii'iil Himultanmimt Irs drux 


1771 r * 1 f titotl, v 1, jc w-i 3 i (nmtl. \), 

till lr»dm\ rtjutvalmrrn 


♦ 7*0 r * ■ t Umwl.vl, ,r I (lllttd. 4 ), 

mi hirn t’liruri* lm drux rquivalrnrrs 

»7»i» .1 1 * i ttmtl.v), 4 1 (mud, 4); 

m t|ur hi v i‘h{ dr In formr j *' -t* l« rrcjuiitimi (71) s'rtrmlra uu ran 
tnrtnr m*i I'mi frrait rmnrjtlrr lrn indirrs 

A, A, /* ... 

nvrr mix i|tn vr nitwit simultanrmmt Irs riftiivalrm’r* (7(1) mi (7H), 
main tlrvrn rtrr rrmplarrr par IVquution suivanlr : 

*«., 1 » - 


.,/r l“ 


%. 1.1. tit. 
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si Ton fait coi'ncidcr lcs indices 


h, k, i, ... 

avec ceux qui verificnt lcs equations (77) ou (79). Done, si Ton design© 
respectivement par lcs quatre notations 

['»■], [-M], [-1,-*] 

lcs quatre produits formes par la multiplication des valours de 

0/j, ©/,, 0 7 , ... 

correspondantcs aux valours de 

/*, k, l, ... 

qui verificnt lcs formulcs 

(76), on (77), ou (78), ou (79), 

on pourra, dans liquation (73), lorsque v sera de la forme 8 a? 4* vet 
dans liquation (74), lorsque v sera de la forme 8 a?+ 5 , rcmplacer 
successivement le produit 

0 A 0*0,... 

par chacuno des quatre expressions 

/ [l, i] =0,,, 0, lM ..0„V » >lf 

] [ 1 ,- 1 ] = 0,,3 0(C,3 0/i‘,3- • *0« v \3, 

j [- l,l] =0„,l©»'., 0«‘,,...0«v-.,„ 

[ l] = 0 ftiS 0 /< ,, s 0 ft . i3 ...0 w v %3 . 

Mais, lorsque v sera clc la forme 4^ + 3 , alors on pourra rcmplacer le 
produit 

B h 0*0,. 

dans liquation (76), par chacunc des expressions 
ou, dans l’equation (80), par chacune des expressions 
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Observons a present que — i sera une ties racines de 1 ’equiva- 
lence(57), si v est de la forme t\x-\-i y et de l’equivalence ( 58 ), si 
v est de la forme [\x -f- 3 . Done, par suite, les deux quantites 

A, — h 

satisferont, 1’une aux formules (76), 1’autre aux formules (77), ou 
I’une aux formules (78), I’autre aux formules (79), si v est de la 
forme et, au contraire, ces deux quantites satisferont, l’une 

aux formules (76), Tautrc aux formules (79), ou Tune aux for¬ 
mules (77) et l’autre aux formules (78), si v est do la formic !\x -+- 3 . 
Done, en vertu de la formulc ( 3 ), on aura : i° si v est de la forme 
8a; -+-1 ou 8a; ■+■ 5 , 

(82) [', l][l, — !] = />“*", [—I, I][—!, — !]=/”; 

2 0 si v est de la forme l[x + 3 , 


( 83 ) [i, 1] [-i, — ,] —p 2 , [1,-1] [-M]=/> * • 

Dans Tun et I’autre cas, les formules (82) ou ( 83 ) donneront 

(84) r = 

D’ailleurs, comme, dans chacune des formules ( 73 ), ( 74 ), (75), (80), 
1’cxpression 

E/i,*,/,... 

represented une fonction entiere et symetrique de # 

‘p A , p k , p l , ..., 


par consequent une fonction entikre et symetrique, non seulement de 

q k , q k , q l , 

mais encore de 


ex.' 1 -, oc k , a l , 


les coefficients numeriques 6tant des nombres entiers, il est clair 
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que, si v estde la forme 8#4- i, le procluit 


[i, ,] [i, — i] 

sera, en yertu cle la form ale ( 73 ), une fonclion cnliere ct symetriquft* 
non seulemeat de 

s» • ••, s" v ~ 3 , 

mais encore de 


par consequent une fonction lineaire, non seulement des deux somme# 

5 4- 4-. . . + s'* 4- S" 3 4- ... 4- \ 

mais encore de la somme 

a 4- a 3 . 


Or, cette derniere somme elanl nulle, en vcrtu do I’equation 

a 2 — — i, 

a laquelle doit satisfaire la racine primitive a = >J—i ou a = —■ yC“"I 
de l’equation 

CC k ~ i, 

il en resulte qu’en supposant v de la forme Sx 4-1, on aura 

[l, i] [t, —1] = C 0 4- + . . + s" v - 3 ) + c 2 (g"-h^ 4-. . .4- q nV *)> 

c o> c \,c-j designant des quantites entieres. Si, dans I’equation prcec*~ 
dente, on remplace <; par on trouvcra 

[— 1 > 0 [— 1 > - i] = c 0 4- c, (s“ 4- s" a + . . . 4- s" v 3 ) 4- Cj (S 4- s"’ . . . 4- ?" v 1 ) } 

puis en posant, pour abreger, 

S — S M 4- S" 2 — . . .+ s" v - 3 -— A, 

A = 2 c„ — c, — c if B = c*, — c, 

on reduira les deux equations quo nous venous d’obtenir a la forme 

( 85) ( 2 [0']Li»-i] =A + BA, 

i a t—0 l—r, —ijA — BA. 


MITE in. 
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Si lr iiniiiiirt’ v rtait dr la In rim* H.r i« k i, aim's on <lt‘v rail it lYquu- 
lout t 7 1) suiistiturr IVquatinn (7)) ft, par suiti\ on avail( fpird a la 
Innmilo 

„ • p, 

on ohtifndrail, an litut dr* rquutious ( 84 ), l/s drux suivantes : 

1 *■»!«. »!(*» ‘1 (A u BA)/'. 

( Nu » ; 

I *1 ». * It «. »1 lA HA)/k 

Knlin, hi v flail 1I1* la forms' ).r t i, on drvrait ii Pi^qnaUmi (7'i) sul>- 
Htiltifr IVijtiatitm (7 *») on ( Ho 1 ft, par suits*, fit avail! ffpml it la Idnmtls* 

«, H , p, 

on **f trotm*rail tit* uouvrati rmsduit it dru\ csjuat inn*. tit* la mrms* 
forms* sjur It**' ftjualmns {Hi*}, Olmrrvnn* d’aillsmrs <juc* lf.s ftjtuo 
toms (Hitt pfttvftil fin* misrrs rnmprtHfH fllt*s tm*ntfs tluih las for- 
ntulfH c H’» i k dfstjutdim on Ifs tlfiluil t*n rs-mplas.'aul !fs dru\ quant its** 
fitltfrfn \, H par drux autrcs cjuautitfs entifrfs p A, pU. 

ta*H rfHttllalH cptf fmtrntHHfnl Irs nquatimtH (Hu }, (KV), (Ha), (Hit) 
Hunt analttgufn it mix tjtif notts avons olds* nus fit prrrmnt n v; f! 
d'almrd, hi v i*st cl«* la forint* Ha* f 1 , on tirrra tle*x form u Irs (Ha) 
ft * H*») 

A -ip 1 , II o. 

Si, an routrairr, v r*t df la forms* H r f *i t tin tirrra drs InrmulfH (Hu) 

rt 1 Mti t 

\ tp 1 , II o. 

Kotin, hj v 1 **.| tic la Inrun* \.r * I, iifors drs form u Irs (H'j > rt (Hit), 

pdnit*' a 1 Yqnatmu 

A 5 ■ - v, 

on tirrra 

iH- ,/»* 4 4 ’ i v|P; 


jhuh, fit dominant p* la plus Itaulf putssanrf dr p, qui divine sitnul- 
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tanement A, B, et posant 

kzzzp^z:, B =p x y, 
p=zv — 3 — 2 1 } 

on trouvera 

( 88 ) 4 pV-z=.x*-Jrvy*. 

Considerons maintenant les deux produits 

[i,-i], [i, 

que Ton deduit I’un de l’autre, en remplaQant spar q u , ou a par a 3 = <x~* . 
Chacun de ces produits sera une fonction entiere de a et, de plus, unc 
fonction entiere et symetrique, non seulement de 

S, C M *, ...» 

raais encore de 

q u y q n % . . ., g" v ~ a , 

les coefficients etant des nombres entiers. Comme d’ailleurs chacun 
de ces produits ne sera point altere, lorsqu’on y remplacera simulta- 
nement 

S par $“ et a par a 3 , 

il devra se reduire, non seulement a une fonction lineaire de 
a, a 3 

et, en meme temps, a une fonction lineaire des deux sommes 
£ •4~ «“* 4-... 4- s" v ~’, €“ 4- q u * 4- ... 4- 

mais encore, evidemment, a une fonction lineaire des sommes 


« (« H- 4- ... 4- S" v ' 5 ) 4- oc 3 ($“ 4- 4-... 4- $“ v * a ), 
a 3 (c 4- 4- ... 4- s" v ~ 5 ) 4- a (s“ 4- 4- ... 4- $“ v ~ a ). 


Or, en yertu de la formule 
on a 


a* = —i, 


a, 
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et, par suite, chacune des deux dernieres sommes se reduit, au signe 
pres, a 

- • • • + — «" v_1 ) = « A. 

Done les deux produits 

[i, i] [-1,-1], [i, — i] [—i, i] 

se reduiront a deux fonctions lineaires du monome 
ocA 

qu’on deduira l’une de Tautre, en rempla<jant‘ a par a 3 = — a on, ce 
qui revient au memo, en remplagant 

ocA par — aA. 

D’ailleurs, chacun de ces produits aura pour facteur 
0 f v = p 

si v est de la forme 8a? 4-1, et 

0 V 0_v =—p 

si v est de la forme (\x 4- 3 . On aura done generalement 
( -i» — i]=A + B«A, 

(8q) 

\ [i, — i] [— i, r] = A-B<xA, 

A, B designant deux quantites enti&res qui seront divisibles par p si 
v est de Tune des forme's 8a? 4 - 5 , 4 a? 4 - 3 . Ces principes etanfc admis, 
si Ton suppose v de Tune des formes 

8 a? + i, 8 a? 4 - 5, 

alors des equations (84), (89), jointes aux deux formules 
et® — — 1 , A 2 — v, 

on tirera 

( 90 ) = A 2 4 - vB 1 . 

Si, au contraire, v est de la forme 4a?4- 3 , on tirera des equations ( 83 ) 
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C89) ' 

A =p~*~, B = o . 

L’equation (90), dans laquelle A, B sont divisibles par p, lorsque 
i est de la forme 8 cc -p 5 , merite d'etre remarquee. Si l’on designe 
)ar p l la plus haute puissance de p qui, dans cette equation, divise 
dmultanement A et B, alors, en posant 

A Br -P l fy 

jJ. = V — I — 2)1, 

>n trouvcra 

91) pV-~x°--hvy\ 

II est bon d’observcr que, dans le cas oil Ton suppose 
n = 4 v, 


c nombrc N des lcrm.es premiers a n et compris dans la suite 


1st precisement 


2, 3 , . . ., n — 1 

2 (v 1). 


N 

)onc, alors, l’exposant de p se reduit a — dans les formules (84)et(9o), 

iiissi bien que dans les formules ( 38 ) et (47), (67) et (70). 

Dans le cas particular oil, v se rcduisant a l’unite, on a ^implement 


in a aussi 


n — 4 , 

P = *> 


: designant toujours line racine primitive \f — 1 ou — \J— 1 do l’equa- 
ion 1 • ■ . • . 

X h —l. 

Uors on tire de l’equation ( 3 ) 


®l=P, 0, 0 3 —(—i)”^, 

it de l’equation (4) 
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puis cle ces dernieres combinees avec les deux precedentes 
(9 a ) /? = «!, 

Dans cette meme hypothfese, R M \ se reduisant a une fonction enti&re 
de a, sera de la forme 

R m — A. H- B a, 

A, B etant des quantites entieres, et Ton aura encore 
Bj a'rr: A + B 0C 3 

ou, puisque a 2 = •—i, 

R 3) 3 = A — Ba. 

Par suite, la formule (92) donnera 

/) = (A + Ba)(A — Ba) — A 2 —-Ba 2 
ou, ce qui rexicnt au meme, 

( 93 ) p — A' + B*. 

Done, alors, la multiplication de par © 3 , ou plutot de R M par R 3 ) j, 
fournira la decomposition du nombre p en deux carres, e'est-a-dire, 
en d’autres termes, la resolution de l’equation indeterminee 

(94) p = x i + y' 1 , 

dans laquelle p designe un nombre premier de la forme Lyx -1- 1. 

Si, au lieu de supposer n — 4 v, on supposait 

n = 4vv'. .., 

v, v', ... etant des nombres premiers impairs, on sc trouverait conduit, 
en raisonnant toujours de la meme maniere, a une formule analogue a 
l’equation (90). Supposons, pour fixer les idees, que, le nombre des 
facteurs premiers impairs etant reduit a 2, Ton ait 

n=. 4 w'. 

Alors, en nommant toujours N le nombre des termes qui, dans la suite 
1, 2, 3 , . .., n — r, 
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sont premiers a n = 4w', on trouvera 

N = a(v-i)(v'-i). 

Cela pose, en etendant l’usage des notations (53) au cas oil, dans le 
produit 

n — vv'v", 


on remplace le facteur impair v"par le facteur 4, par consequent, au 
cas oil Ton remplace lcs equivalences 


x 2 == i (mod.v"), x 2 ==— i (mod.v") 
par les equivalences 

x = i (mod. 4), x~ — i (mod. 4) 

et les sommes 

'/ _j_ q i>u»* +. . . s "«'— 3 — _ 1 , g"u" 4- q »u" s'" i " v "~ 

2 

par 

a . et a 3 rr— a, 


i+A" 

2 


on obtiendra, pour representor les produits (54), non plus des fonc- 
tions lineaires de 

i — A" i + A" 

2 2 ’ 

mais des fonctions lineaires de 


a, — a, 

lesquelles, d’ailleurs, ne cesseront pas d’etre en meme temps fonc¬ 
tions lineaires de 

i — A i 4- A 
2 ’ 2 

et fonctions lineaires de 

2 — A' i h- A' 

2 ’ 2 

Done, alors, au lieu des equations (55), on en obtiendra d'autres de la 
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fori tic 

( 4 t 1 » 1 * 1 1 [ 1 * — * * -- 1 1 [/ - i» 11 • -11 f -1, — t, i ] a -+» ba AA', 

(C>,) I 41 - «* - 1 * — * IL • i. «, * ] [ i „ -i, «J f i, i, --t] -=rt~6«AA', 

a % b designant des quantiles enliores qui, com me les produils (5/j), 
soront divisible* par /> 3 , e'osl-iwliro par la ear re do 

H? on do «, 0 , , 
i* l n ? ” 

si le nombre 

N v i v' ~~ i 

H a n 

n’est pas divisible par \. dommo, d’ailleurs, dans ehacune des 6qna¬ 
tions (<pj, lo premier membre, mi lo quadruple do i’un clt^s pro¬ 
ducts ( Vjt, devra so red litre an quadruple dTm number on tier, si Ton 
remplaee A, A* par des nombres impairs Ids quo l*tini(o et a par tut 
tmmbre patron par tut tmmbre impair, par exemplo par o on par t, il 
est elair quo 

a et a h b 

devront etre ties multiples tie 4* Dunn ft, b sormtl divisibles par 4 on 
do la forme 

a • 4 A* b : 4 H 
el les formules (tjVi dounerout 

I |«, i» »| [i* — *• - »11 — *» *• — »11-~ », — », i| = A -+» H a AA', 

^ ijU1 I ( -• i, —■ i, -- t ] l — i, t» t )11, — t, -dli, t, — 11 "» A — TJ« AA', 

les valour* numertqtie* tie A, B elanl des nombres entiers qui seronl 
eerlainement tlivisibles par />* si le nombre 

N v "•* t '/ *■ i 

8 ~'*” r uT 

n’ost pas divisible par /». D autre part, on reconnaitra sans peine quo 
les formules (d\) soul applicables ail can on, dans le produit 


n ~ 4 w', 
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les facteurs impairs v, v' sont tous deux de la forme L\x 1 ; les for- 
mules (65), au cas ou un seul de ces facteurs impairs, v par exemple, 
est de la forme 4 a?H-i; enfin les formules ( 66 ), au cas oil les fac¬ 
teurs v, v' sont de la forme 4^ + 3. Dans les trois cas, les for- 
mules (64), (65) ou ( 66 ) entraineront la formule ( 67 ) ct, dans le 
second cas en particulier, les formules (65) ou ( 68 ), jointes aux 
equations ( 96 ), donneront 

N 

. A — p'\ B = o. 

Mais, dans le premier et le troisieme cas, on tirera de l’equation( 67 ), 
jointe aux formules ( 96 ), 

N 

(97) ' p*= A 2 — B 2 oc 2 A 2 A' 2 = A 2 +B 2 A 2 A' 2 ; 

et, comme on aura, dans le premier cas, 

A 2 — v, A' 2 = v'. 

dans le troisieme cas, 

A 2 — — v, A' 2 ——v', 


il en resulte que, dans le premier et le troisieme cas, on trouvera 


par consequent 


p* = A 2 + w'B 2 . 


On peut remarquer, d’ailleurs, que les deux cas dont il s’agit sont 
precisement ceux oil le produit 

. n 


4 


est de la forme Ajoutons que les quantites entieres A, B seront 

divisibles par p' 1 , si les deux nombres v, v' sont de la forme 4 ^ 4 - 3 . 
Generalement, si n est de la forme 


v, v', v", ... designant des facteurs premiers impairs, alors, en nom- 
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mailt toujours N 1c* nombre des termes premiers a n el compris dans 
la suite 

i, a, 3, .... n ~ t , 

e’est-h-dire eu pusant 


N , a(v — i) (v'~~ i) (v tf — i). . ., 

on trouvera 

« 

A* 4* wV.. .B\ 


ou, ee cpii revient au meme, 

N 

(99) p f = A s -h^B a , 

A» B designant des quantiles entities, donl la seconde. sora rnille 
lorstjue le produit 


sera de la forme !\x *+■ ,'i et eessera de s’evanouir lorsque le m 6 me 
produit sera de la forme 4 ^ -+• i • Ajoutous que les quantites A, B 
seront divisibles par la puissance de />» dent le degrn est le no mb re. des 
fa clears impairs 

v, v‘, v* t ... 

si le produit 

V I V* —• J V® I 

•% ** % 

n’est pas divisible par 4* 

Si maintenant on designe par p l la plus haute, puissance de p qui 
divise simultanement A et B, alors, en posant 

A p A *r, B 



on tirera de la formule (tjtj) 

(i»«) .r 1 + 

Supposons encore n H. Alors, si Ton nomme a uni* racine primi- 
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tive de _1’equation 

CC 3 — I, 

les quatre racines primitives de cette meme equation seront 
et Ton aura 


a, a% or, a' 
a 4 = — i. 


Alors aussi la formule (3) donnefa 

p-i 

02—l) 8 p, 

et l’on tirera de la formule (4) 

0 3 =:R m .0 4 , . 0 5 0 7 =R 5 , 7 0 4 , 


puis, de ces dernieres equations combinees avec les deux precedentes, 
(ioi) ^ = R 1 i 3 R 5i7< 

D’arlleurs 

.'Rl ,3 


sera une fonction entiere et symetrique de 
a, a 3 , 

par consequent, une fonction lineaire des sommes de la forme 
a m -\- a 3 " 1 , 


le coefficient numerique de chaque somme etantun nombre entier; et, 
d’autre part, la somme 

OL m - s rOt 3m 

se reduit, pour m—i ou 3, a 

a + a 3 =t( 3 + a 9 , 
a 2 -I- a 6 ?= a 6 -h a 18 = o, 
a 4 + cc 1 ' 2 — — 2, 


pour m = 2 0 uo, a 
pour m — l \, a 
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enfin, pour m on 7 , h 

a 8 •+• x H ~ a 7 ( a® »h a 7 r= — (a 4- a*). 

Done II,, 8 si* reduira simplement h uno function lineaire do la sonnno 

a ■+■ a*; 


et, eommo on deduira U 8i7 
par 

«»— 


do ll,, 3 on r(*mpk(;ant 

a et a 8 

— « et a 1 ~ — sx n , 


on aura necessairement 

I n,,i^ I t- * a ), 

(, ° U) I H 8l7 A -N(oc +.«»), 

A, B desiguanf ties quantiles entieres. 

Si maintenant on combine les formules ( 101 ) avee les oqua- 
tions (ina), on en eon el ura 

p A* — B*(« h a 8 ) 4 * 

et, com me on aura 

(a 4 - i* s )* <x % e 35 s 4 - 4 a* a a* — — %, 

on trouvera deflnilivement 

(i« 3 ) p A* e *U*. 

Done, p elanl un nombre premier de la forme B,e 4 * i t on pourra tou- 
jours satisfaire, par ties valours entires de a\ y t a 1’eq nation inde¬ 
term in ec 

(to'',) p -.rM ‘V’ 8 . 

On pourra it encore faeiiement etendre les principes quo nous yerions 
d’exposer au can cm le nombre n serail do la forme 


n H v 
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ou meme de la forme 

n = 8 vv' v ".. ., 


v, v', v", ... etant des facteurs premiers impairs. Alors les resul 
seraient analogues a ceux que nous avons obtenus en supposant 

n = .. .. 


Seulement, en passant d’une hypothese a 1’autre, il faudrait substit 
aux racines primitives 


de [’equation 


ol et c/} — — a 


les sommes 


an-a 3 et a 5 a 7 — — (a + a 3 ) 


OU 


a -+- a 1 et a 3 -}- c/} — —(a-H-a 7 ), 


formees par 1’addition de deux des racines primitives 


de 1’equation 


a, a 3 , a 5 , at? 


x*—i % 


Cela pose, en nommant N le nombre de ceux des termes de la suite 


qui sont premiers a 
c’est-a-dire en posant 


i, i, 3, ..., n — x 

n = 8vvV / .. 


N = 4(v-i)(v'-i)(v"-i)..., 


et designant par A, B deux quantites entieres, on trouverait : i° d 
le cas oil le quotient 

n , n 

— VV V . . . 

O 

serait de la forme l\x + x, 

N 

p* = A 5 — B i (a + a 3 ) 5 A'*A" J ...; 
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2 ° dans le cas ou le meme quotient serait de la forme 4a? -+- 3, 

N 

p i = A 2 -7B 2 («4-a 7 ) 2 A 2 A' 2 A" 2 .. 
les valeurs de A 2 , A' 2 , A" 2 , ... etant dans l’un et I’autre cas 

V — l V'—1 V 1 '--! 

A 2 =(—i) 1 v, A' s =(-i) 2 v', A" 2 = (— r) 2 v", 

et, comme on aurait evidemment dans le premier cas 

(a + a 3 f=o( 5 +a 6 — 2 = — 2, 
v l v' — t v" — I 

-1-1-b... = o (mod.2), 

2 2 2 \ J 9 

A 2 A' 2 A" 2 .. . = w f v". . 

puis, dans le second cas, 

(a 4- a 7 ) 2 zz a 2 4- a 6 4- 2 :== 2 , 

v — i v' — r v rf — i . _ , 

—-- 1 ---1---b.. .== i (mod.2), 

A 2 A' 2 A" 2 ...zn — i vvV', 

il est clair que, dans Tune et Tautre hypothese, on se trouvera condi 
a la formule 

p 2 — A 2 4- 2w¥. . .B 2 , 
qu’on peut encore ecrire comme il suit : 

N , v 

(io5) p 2 = A 2 + a( ~ )B 2 . 


Ajoutons que, dans le premier cas, les quantites A, B seront divisibl 
par la puissance de p qui a pour degre le nombre des facteurs impai 

V, v\ v", ... 

si tous ces facteurs sont de la forme 4^ + 3, attendu qu’alors 
produit 


2 


2 


2 
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sera divisible, non par 8, mais seuletnent par 4, et qu’oii aura d’ailleurs 

@*vvv'=0? ~p. 

-n 

2 

Dans tous les cas, si I’on designe par p x la plus haute puissarice 
de p, qui divise simultanement A et B, alors, en posant 

A =p x x, B =p x y, 

N . • 

n~ -2 A, 

‘ 2 

on tirera de la formule (io5) 

{(o6) pV-—x*-±- 

Nous remarquerons en finissant que, si le nornbre premier p, etant 
de la forme 4^ + 3, se reduit precisement au nornbre 3, les for- 
mules (iG) deviendront inexactes. Mais alors, pour retrouver l’equa- 
tion ( 20 ), il suffira d’observer qu’on tire do la formule (3) 

©1 © 2 — p , 

et de la formule (4) 

puis de ces dernieres, combinees avec la precedente, 

(i°7) p = Ri,, R-2, 2 . 

Dans cette meme hypothese, si, en nommant p une des deux racines 
primitives de I’equation 

— J, 

Ton pose 

p — p 2 =A, 

on aura, non.seulement 

(108) A 2 = —3, 

mais encore, eu egard a la formule p + p 2 = — r, 


. . note; iv, 

Comme on aura, d’autre part, 

R l,t= C 0 -t- Cip C 2 p 2 , R 2 ,2 C 0 -f- p 2 —t- c 2 p, 

c 0 , c, designant des quantites entieres, on en conclura 
( ,0 9) , 2R M = A + BA, 2 R 22 = A — BA, 

les valeurs de A, B etant 

A 2 C 0 C t C 2) B — c i — c 2> 

puis on conclura des formules (107) et (109) 

kp = — B 2 A 2 , 

ou, ce qui revient au meme, eu egard a la formule (108), 

(no) t A p — A 2 -f-3B 2 . , , t , 

L equation (110) est evidemment de la forme de celle qu’on ot 
drait en posant n. = 3 dans la formule (30). 


NOTE IV. 


SUR LES RESIDUS QUADRATIQUES. 


p etant un nombre entier quelconque, on a, comme on sait, 

1.2.3. p 


(0 (*+/ + «+...)'=S 


(1-2./) (1.2. 


') (1.2. h)... 


xfye 


le signe S s’etendant a toutes les valeurs entieres, nulles ou posil 
de 

. /> ■ 8 ’ /l > 

qui verifient la condition 
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Si p est un nombre premier, le coefficient numerique 

1.2.3. p 

O- 2 ./) (1-2. S) O' 2 . h )- ■ ■ 

se reduira toujours evidemment a un multiple de p, a moins 
ne suppose'un seul des exposants /, g, h , ... egal a p , tous 1< 
etant nuls. Done alors la formule (x) donnera 

( 2 ) (x -+-y -f- s-h.. .)P = xP-\- yP-\- sP pP, 

P designant une fonction entiere de x, y, z, ... dans laqi 
coefficients numeriques seront des nombres entiers. Done 
attribue a x, y, z, ... des valeurs entieres, on aura 

(3) {x 4 -y + z -+-.. ,)p== ccp +y p -+- zp + . .. (mod.p). 

Si maintenant on pose 

x=y=3=._.. = 1 , 

/ 

alors, en nommant k Ie nombre des quantites x , y, z, ..., 
la formule ( 3 ) se reduire a 

(4) kP^k (mod./?). 

L’equivalence ( 4 ) comprend le theorbme enonce par Fermat c 
lequel la difference 

X P — X 


est, pour des valeurs entieres de x, toujours divisible par p, 
p est un nombre premier. Comme d’autre part 1 ’equivalence 

X? — x == o (mod./?) 


ou 


x(xp~ 1 — 1 ) == o (mod .p) 


entraine la suivante 


(5) xp~ ] ~i = o (mod./?) 

lorsque x n’est pas divisible par p , il en resulte que tout 
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comme il suit: 


(6) xp~' = i (mod./?). 

Si d’ailleurs on nomine t une racine primitive de l’equivalence (6), les 
diverses racines de cette equivalence pourront etre representees ega- 
lement, ou par les divers termes de la progression arithmetique 

ij * * • ? p * j 

ou par les divers termes de la progression geometrique 

l , t 9 I*, ■ • • , * $ 


et, par suite, tout nombre entier, premier a p, sera equivalent, suivanl 
le module p, a une puissance entiere de t. Ajoutons qu’en vertu de la 
formule 

t?- 1 = i (mod./?) 


on aura generalement 



si Ton suppose 
Done une racine 


h = k (mod./? — i). 




de l’equivalence (6) ne devra point etre censee alteree lorsqu’on j 
fera croitre ou diminuer 1’exposant h d’un multiple de p — i. Enfin, 
comme, en supposant p impair, on aura 

XP-' - I = {ah'— I) -+- j), 


l’equivalence (5) ou (6) se decomposera, dans cette hypoth&se, en 
deux autres dont la premiere 


ou 

(7) 


p-j 

X 2 —1 = 0 


p~ l 

x 2 = i (mod .p) 


aura evidemment pour racines les puissances paires de t, savoir 
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tandis que la seconde 

y — i 

x 2 — 1 = 0 
OU 

‘ ■ ■ ; 1 ^ 1 ■ 

(8)- . x 2 =— i (mod./?) 

aura necessairemerit pour racines les puissances impaires de t, savoir 

t, t\ l 5 , LP~\ 

Ainsi, parmi les termes de la progression aritlimetique 

I, 2 , 3, p I 

•represeritant les restes ou residus qui peuvent provenir de la division 

d’un entier par p, les uns, en nombre egal a p 1 > seront equivalents, 

suivant le module p, a des puissances paires de t , par consequent k 
des carres parfaits. Ces termes, dont chacun est le rcste ou residu. de 
la division d’un carre par p, se nomment, pour cette raison, residus 
quadratiques , aussi bien que les nombres equivalents aux memes 
termes suivant le module p; et comme, dans le cas oil 1 ’on prend p 
pour module, tout nombre premier a p equivaut a une. puissance 
entiere de t, le carre d’un tel nombre equivaudra necessairement k 
une puissance paire de t, e’est-a-dire a une racine de la formule ( 7 ); 
d’ou il resulte que tout residu quadratique, different de zero, sera une 
semblable racine. Done, les racines de 1’equivalence ( 8 ) qui sont 
distinctes des racines de l’equivalence ( 7 ), mais, comme elles, en 

nombre egal a ne pourront* etre des residus quadratiques sui¬ 

vant le module p. C’est ce que l’on exprime en disant que chaeune des 
racines de 1 ’equivalence ( 8 ) est non-residu quadratique suivant le 
meme module. 

Pour abreger, nous designerons, avec M. Legendre, par la notation 
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p —i 

le reste de la division de k 2 par le nombre premier p. Gela pose, on 
aura generalement • ■ 



si k est divisible par p, et, dans le cas contraire, 



suivant que k sera residu ou non-residu quadratique. Comme d’ailleurs /, 
etant une racine primitive de l’equation (6), ne pourra verifier la for- 
mule (7), on aura necessairement 

p-* 

( 9 ) t 2 =— 1 (mod./>), 

p - 1 

et comme t 2 sera evidemment une puissance paire ou impaire de t, 
suivant que p sera de la forme (\x-\-. \ ou 4^ + 3 , an peut affirmer 
que — 1 sera residu quadratique dans le premier cas et non-residu 
quadratique dans le second. Enfin, comme, d’apr^s ce qui a ete dit 
plus haut, la progression arithmetique 

1 , 2 , 3, ..., p — 1 

* 

renferme autant de residus que de non-residus, on aura necessaire¬ 
ment 

Generalement, si, une suite de nombres entiers 

a, b, c, ..., I 

% 

etant composee de n termes differents premiers a p, on suppose que, 
dans cette suite, les residus quadratiques sont en nombre egal a n' et 
les non-residus en nombre egal a n", on aura, non seulement 
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mais encore 

<■»> 

et, par consequent, 

p -1 p — 1 P — l * P—l 

(, 3 ) n!— n"=a 1 + 6 s +c ! +...+ / ! (mod.p). 

On peut d’ailleurs ecrire l’equivalence (i3) comme il suit: 


04) 


p-' 

d 2 ( e az -+- e hz -+- e cz -+- e lz ) 
dz 2 


(mod./?), 


la variable s devant etre reduite a zero apres les differentiations 
tuees. 

La formule (i4) offre un moyen facile de determiner la diffe 
n! — n", et par suite, eu egard a la formule (i i), chacun des nombi 
n" lorsque, le nombre n etant inferieur a p, la suite 

cif b , c, • * •, l 


se reduit a une progression arithmetique 

A, h ~t- A, /i -1- 2 k , ..., h H - ( n. — i)/r. 


Alors, en effet, la somme 

e az 4- e bz 4- e cz 4-... 4- e lz 


devient 

f>nkz _j 

e hz (\ + e kz -\- e- kz ~\-, . .-^e^ n ~ X)kz ) = e hz — ; - 

v 1 e kz — i 

et, par suite, la formule (i4) se reduit a 


(i5) 


p-i 

d 2 
__ 


dz.' 


e nkz — j 
e kz — i 


Concevons, pour fixer les idees, qu’on demande le nombre 
residus quadratiques et le nombre n" des non-residus inferieur 
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c’est-a-dire compris dans la progression arithmetique 


Alors on aura 


et, par suite, 
( 1 6 ) 


1 , 2 , 3, 



r 



h~ i. 


k = i 


HZl 
d * 

dz * 


IL±1 Z 
e 2 


— i 


D’autre part, la difference entre le rapport 


e - " — e z 


e z — i 


et celui dans lequel il se transforme, quand on y remplace p par zero, 
est 

p ~hi i p -+-1 i 

, . e 2 e z e 2 "- e= e 2 e 2 “ 

(17) -:-;- = -;- 

' e- — i e- — i e- — t 


l^Jle est done egale au produit 


et sa derivee de l’ordre p 1 » relative a z, se composera d’une suite de 
termes dont chacun sera proportionnel au facteur 


e i 


e 


1 

2 


ou a l’une des derivees de ce facteur. Or, comme ces derivees s’eva- 
nouissent avec le facteur lui-meme quand on y remplace z et p par 
zero, comme d’ailleurs on trouvera 


1 1 



1 


i + e- 



e z — 1 


2 
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il suit de la formule (17) qu’on aura, pour une valeur nulle de 


til / Lll- is 

d - ( e 2 * — e 5 e 3 — e : 


P~i_ \ e z—\ e z — i 

dz 2 


==o (mod./;), 


par consequent 


a *- 1 / \ !lzl / i- 

±L{ e s L jLL( e * ~ e: 

i>-i\ e z —, / p - 1 \ e z —i 

dz 3 dz 2 


/' — 1 / i. _i, 

i d. * l e ' r — e 4 ‘ 


2 - z -i- 

r/s 2 ' H- e 4 


Done la formule (16) donnera, dans l’hypothese admise, 


P~ 1 / 1 . . 

r 2 ( e*" — e ^ 


2 i 3 -i: 

£-/g 4 x e v H- e 4 


(mod./;). 


Enfin, s devant etre reduit a zero apres Ies differentiations, on p< 
sans inconvenient, remplacer z par z\j— i dans la formule (18 
se trouvera ainsi reduite a 


-i d 2 tang ^ 




2 1 
dz 2 


(mod./;). 


Ajoutons qu’en verta de formules connaes, la valeur de tang ; 

? 1 

generalement fournie par l’equation 


Z / I 2 ' 1 — I Z I 2' — I S 3 

tang 7 =2 ?-b o- h -rr-7 

4 \6 2 \ .2 3o 2 / 1 . 2 . 0 .4 


[\2 2 5 1.2.3.4.5.6 


dans laquelle les coefficients numeriques 


1 1 1 


6’ 3o’ 4^’ 


que nous designerons generalement par 


cit) 2, cAo* 


sont ce cra’on apnelle les nombres de Bernoulli . 
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Pour appliquer la formule (19), il convicnt de distinguer deux cas 

suivant que est pair ou impair, c’est-a-dire, en d’autres termes, 

suivant que p est de la forme t\x 4 - x ou l\x 4 - 3. Dans le premier cas 
on a, pour une valour nulle de s, 


s 

d 2 langj 



et, par suite, la formule (19) etant reduite ii 

n'—n"=o (mod./)), 

on tire de cette formule, jointe a I’equation 


n 4- n — n : 


P— ' 


n' == a" = ■ 1 (mod./)), 


4 


par consequent, ' 

(21) 

Au contraire, lorsque - est impair et p de la forme l\x 4 - 3, alors, 
en ayant egard a (’equivalence 

= i (mod./i), 

on.tire de la formule (20), pour une valeur nulle de s. 


v -x 


d 2 lang 7 . 


/. + ! 


r 

du 2 


___ = 4 _____ = 41 


2 — 2 2 jX p 4-1 (mod./?), 

4 ’ 


et, par suite, la formule (19) donne 

L±1 ( r~* \ 

(22) /«'— /)"= (— 1) 4 2\2 — 2 2 )x p + i (mod.fi). 


D’ailleurs, lorsque p est de la forme l\x 4 - 3, il est necessairement de 
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I’une des formes 8 x 4- 3 , 8 a; 4 - 7 et, comme on le verra tout a 1 ’ 
on a : i° en supposant p de la forme 8 x 4- 3 , 

izl 

2 2 =—1 (mod.p); 

2 0 en supposant p de la forme 8# 4- 7, 

p-i 

Done, la formule (22) donnera, lorsque p sera dc la forme 8 x 4 

/ i f n ,f 

(23) ri' —Ai ;/ = —6 cAs /; 4_i, --— = — 3 ^^ 4 . 1 , 

4 4 

et, lorsque p sera cle la forme 8a? h- 7, 

(24) fi f — ^ == 2 Jlop 4-1, • = cA-*’/> 4-1 • 

— 2 ~r 

Ainsi, lorsque p est premier et de la forme l\x 4- 3 , la demi-diff 
entre le nombre des residus et le nombre des non-residus inft 

a -^p est equivalente, suivant le module p, a un nombre de Bei 

ou au triple de ce nombre pris en signe contraire. Cette prop< 
remarquable a ete, pour la premiere fois, enoncee ct demt 
en i 83 o, dans le precedent Memoire dont un extrait a ete publi 
le Bulletin de M. de Ferussac sous la date de mars i 83 i . 

En joignant aux equivalences ( 23 ) ou (24) la formule (11), 01 


2 

on en tire : x° lorsque p est de la forme 8 x 4 - 3, 

( 20 ) Tt! 5 = ^ . 3cJUp+ 1 , ti 1! ^ ^ .— 4“ 3A,p4.i (mocl.jt?)^ 

4 —4- 4 — 4— 

2 0 lorsque p est de la forme 8;r 4 - 7, 

(26) n! = -l-Xp+i, n" 

= - 


(mod./?). 
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Au reste, les formules (n) et (x5) fourniraient, avec la mem 
facilite, le nombre ties residus et Ie nombre des non-residus quadra 
tiques compris dans une progression arithmetique dont les terme 
seraient positifs et inferieurs a 

P . p , p 

£» ou a ou a -£> • • • • 

6 4 5 

Concevons maintenant que, p etant un nombre premier impair, oi 
demande la valeur de 

[-;] 

ou, ce qui revient au meme, le reste de la division de i p ~' par p. Pou 
y parvenir, il suffira, comme on sait, d’elever a la puissance du degre A 
Pun quelconque des facteurs imaginaires dans lesquels peut se decom 
poser le nombre a. Or on a evidemment 

9 = (h-V^T)(.-v^) 
ou, ce qui revient au meme, 

2 = (i+«)(i — a), 

a designant une des deux racines primitives \j — i, — \/ — r de 1’equa 
tion 

X % z=z I. 

D’aiileurs, on tirera de la formule ( 2 ) 

(27) (h-«)/ , = h-«p + /?P, 

P designant une fonction entiere de a dans laquelle les coefficient 
numeriques seront des nombres entiers, et comme on aura, d’autr 
part, 

a 2 ~—r, (i + a) 2 =2a, 

par consequent, 

p-\ 

- * (i -4- a)P " 1 = 2 2 a 2 

et 

p~ i p-i 

(1 + a ) p =2 2 a 2 (i + «), 
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la forrmile (27) donnera 


r-i 

2 2 a 2 (1 -f- a) =: 1 - 4 - a? -f- p P 
ou, ce qui revient au meme, 


(28) 


/>~1 
2 2 : 


-+- a* 


!LZl 

a 2 (1.4- a) 


/'IEI- 

a 2 (1 - 4 - a) 


Enfin, comme on aura : i° en supposantjo de la forme L\x -4- 1 


I -+- OtP =I + S, 

I /> — 1 /> —1 /J + l /) — l 

-7=5 = « * =(—0 4 =(— 0“ ~; 

0£ 2 


2° en supposant/j de la forme l\x -+- 3 , 


i 4 - a = a (1 -f- a 3 ) = a (i -t- ), 


P+ 1 
a 2 


/> — 1 /> -+-1 

’ =(--0 4 =(— o -5- 4 ; 


on en conclura, dans tous les cas, 

f -U (p~-l)ip-h\) 

-- = (-l) 8 , 

a 2 (i+«) 

ce qui permettra de reduire I’eguation (28) a la suivante : 


(29) 


/ ; — 1 1 p — i P + l 

2 * =(—i)i » 2 


1 -t- /? 


—V 

i -t- Oil>) 


En vertu de cette derniere equation, le produit 


1 -+- ai‘ 


P(l — XP) 


sera egal, au signe pres, a 1’un des nombres entiers 
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et com mo l’expression 


P(l — ccP) 


sera necessairement une fonction entiere de a dans laquelle les coeffi¬ 
cients seront entiers, cette expression, en devenant independante de a 
ne pourra se reduire qu’a une quantite entiere. Done le produit 


et sa moitie 


p P(i — a?) 
P(l — Ot-P) 

p — z - 2 


seront deux multiples du nombre premier p, et la formule (29) donnera 

p~ 1 1 p - 1 p - 4 - 1 

( 3 o) 2~=(— ~ (mod./?) 


ou, ce qui revient au memo, 


(30 



1 p — t P~^l 

= (-jy * * 


1 


On tirera, en particulier, de la formule ( 3 i) : i° en supposant p de la 
forme 8a? ± 1, e’est-a-dire de l’une des formes 8a? h— i , 8a? -+- 7, 


2 

.~P. 


= (-»)•='; 


2 0 en supp'osant p de la forme 8a? ± 3 , e’est-a-dire de l’une des formes 
8.2? 3 , 8a? 4- 5 , 


Ainsi le nombre 2 sera residu quadratique pour les modules premiers 
de la forme 8a?-i-i, 8a? 4-7 et non-residu pour les modules de la 
forme 8a? -t- 3 , 8a? H- 5 . 

Observons encore qu’on tirera de la formule ( 3 i) : i° en supposant 
ij de la forme \x 4-1, 

r, n !Lzl 

(— 0 4 ; 


2 

IP 2 
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2 0 en supposant p de la forme L\x -+- 3 , 



Ces deux dernieres formules sont precisement celles que, da 
deux cas dont il s’agit, on deduirait immediatement de la formuh 
II resulte de la seconde que, le nombre premier p etant de la 

p— 1 

[\x -+- 3 , 2 2 sera equivalent, suivant le module p, a -+-i si ce n 
est, en outre, de la forme 8a; -t- 7 et a — i si le meme module 
la forme 8 x -+- 3 . 

Comme la demonstration de la formule ( 30 s ) ou ( 3 i) repose 
rement sur le developpement de la puissance p du binome 

1 H- a, 


a etant une racine de 1’equation x- = — 1, on arriverait encoi 
meme formule en developpant immediatement, a 1’aide du the 
de Newton, l’expression 

(X H— \J — IOU (i — I ) P 

et ayant egard a la formule 

(] -+- sj— l) 2 = 2 I OU (l — \/— lY — — 2 \/~ I. 


Effectivement, on trouverait alors : i° en supposant p de la 


( 32 ) 


p — 1 p~ i 

2 * =(—1) 2 




P — 


Pip — 1 ) 
1.2 


p(p — i)(p — z) 
1.2.3 


Pip- 

1.2.3. 


2 0 en supposant p de la forme l±x -+- 3 , 


-1 

5 I 


(33) ^p^PiP-'l + ?iP-i)iP-*) 

1 0 1.2.3 


pip 


2 


1.2.3. 
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Ainsi, en particulier, en prenant 

P — 3 ' P-^-, p = 7 . p — n, 

on trouvera successivement 

2 = — (i — 3), 

2 2 —— (i H- 5 — 10), 

2 3 = i — 7 — 2 i-h35, 

2 s =— (i — 11 — 55 + 1 65 -+- 33o — 4^2), 


Une methocie somblablc a ceLie que nous venons dc rappeler et par 
laquelle on obtient la valour cle 


peut scrvir a trouver generalement la relation qui existcentrc les deux 
expressions 


£ 

.P. 


et 


P 

.7. 


ou, ce qui rcvient au memo, entre les restes de la division dc 
par p etde 2 P ~' par q, p et q designant deux nombres premiers impairs. 
Effectivcment, pour obtenir unc transformation de I’expression 


£ 

.Pi 


= D't-' 


il suffit d’elcvcr a la puissance p l’une des racines carrees imaginaires 
de ±p. Or, d’apres ce qui a ete dit dans la Note I, si 1 ’on designe par 0 
unc racinc primitive de l’equation 

(34) xp = 1 , 


alors, en posant. 

(35) e —&+&*—... + 6*~'—6 ll '- , = A, 

on aura 

A*=(-i) 2 p. 


(36) 
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D’autre part, q etant un noinbrc premier impair, il result* 
mule (2) que 1’equation ( 35 ) entrainera la suivante : 

(3;) A 0't‘‘ —... -h -+- q Q, 

yQ etant unefonction entiere de 0 clans laquelle les cocffici 
riques seront non seulement des entiers, mais encore dot 
de q ; et commc, t etant une racine primitive de I’equation (1 
evidemment 


ov — B'/‘ -h e —... -+. eev 1 ' - '—±{d — B i —... -1- o (,, ~ 3 —t 


le double signe devant etre recluit au signe -t- ou an sigi 
que le nombre q sera equivalent, suivant le module p, a unc 
paire ou impaire de 1, e’est-a-dire suivant que I’on aura 



ou 



il est clair que l’equation (37) pourra etre reduitc a 


(38) 

Enfin, comme 



A H- qQ. 


A ?= ( 0 - 0 ‘-h 6 11 — ... + 6 ll ’~*)' 1 


sera evidemiuent une function entiere et symetrique, non sei 

6, 6<\ 6‘\ d‘ r ~\ 

mais encore de 

9 ‘, 6 ‘\ 6 ‘\ 6 ‘ r ~\ 


par consequent unc fonction entiere et lineaire des deux so 

e H- 8 1 '-1 - 0'’+-. . 8 °'-\ 

<?*-+- 6 ‘ r '+.. 0"'^ 


et memo une fonction qui changera de signe lorsqu’on ret 
par 0 C , par consequent lorsqu’on rempIAcera la premiere soi 
seconde, on peut aflirmer que sera proportionnel a la dil 
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ees deux sommos, cYst-a-diro a A, le coefficient numerique de A etant 
un nombre entier. Done, puisque, dans le second membre de l’equa- 
tion (38), le premier terme se reduit a db A, le second terme 

<70 


sera encore proportionnel a A, le coefficient numerique de A etant un 
nombre entier multiple de q. Cela pose, l’equation (38), divisee par A, 
donnera 


(39) 


A i- 


£ 

L P. 


(mod.^r). 


De cettc dorniere equation, combinee avec la formule (36), on tire 


£ 

P 


tzlhl (/ ~ l 

= (_!) 2 2 p 2 


(mod. q), 


par consequent 
(4o) 



Telle cst la loi de reciprocity qu’a trouvee M. Legendre et qui sert de 
base a la theorie des residus quadratiques. La demonstration (') que 
je viens dYn donner, et que j’avais deja exposee dans le Bulletin de 
M. de Ferussac de septembre 1829, est plus rigoureuse que celle 
qu’avait obtenue M. Legendre et plus courte que celles auxquelles 
M. Gauss etait d’abord parvenu. 

Si le nombre k est le produit de plusieurs facteurs a , b, c, ..., 
I’equation 

k — abc ... 


entrainera evidemment la suivante : 


" k~ 

3 - 


a 

3 . 



( 1 ) Dans la troisieme Edition de la Th&orie des nombres, qui a paru en i83o, M. Le¬ 
gendre presente cette demonstration comme etant la plus simple de toutes etl’attribuea 
M. Jacobi, sans indiquer aucun Ouvrage ou ce geometre Fait publide, et dont la date soit 
ant^rieure au mois de septembre 1829. 
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En d’autres termes, on aura generalcment 


~ abc .. . 

" -T-l 

“ b" 

c 

_ P 

1 p\ 

_ P _ 

3.. 


On trouvera de memo 


~ a n 

_y_ 


" a 1" 

3 . 


On peut voir, dans Je Bulletin de M. de Ferussac deja cit( 
les memos principes peuvent etre appliques a la theorie < 
cubiques, biquadratiqucs, etc. 


NOTE y. • 

DfiTERMlNATION DES FONCTIONS R/,,4-, . . . ET DES COEFFICIE.Y 

qu’elles rbnferment. 

Si, en designant par p un nombre premier impair, pj 
racines primitives des equations 

Xl‘~ l = I, 

pari une racine primitive de I’equivalencc 

xp~ 1 =i (mod./;), 
enfin par A, k des quantites entiercs, on pose 

(i) ©a = e -b z /i 9‘ + z ih e i '- h- ... h- h e tr ~\ 

il est clair que la condition 

k = h (mod. p — i) 


entrainera les formules 
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en vertu dcsquelles on pourra toujours, si Ton veut, reduire 1’expo- 
sant h d’unc puissance entiere soit positive, soil negative de t, ou 
l’indice h d’une expression do la forme ® h , a l’un dcs nombres 

O, 1, 2, 3, . . . , P -2. 

D’ailleurs, ainsi qu’on l’a prouve, on trouvera : i° en supposant h 
divisible par p — i, 

( 2 ) 0*=0o = —i; 

2 ° en supposant h non divisible par p — i, 

(3) 0 A 0-*=(-OV- 
Done, si I’on pose generalement 

0*0*= R*4-* ®A-t-* 


ou, ce qui revient au memo, 

(4) B. 


0 * 0 * 

0 *+* 


on aura : i° en supposant h ou k divisible par/? — xi 

(5) ’R-a,* = — 1 » 

2 ° cn supposant h non divisible par p — i, 

(6) R*,_*= 

% 

ct, commc on trouvera encore 
R*,*R-*,-* 

on en conelura, eu egard a la formule (3) et on supposant h, k, ainsi 
quo/<-)-£, non divisibles par/? — x, 

( 7 ) 

Ajoutons que, si h -+- k n’est pas divisible par p — x, on aura \yoir la 


0 * 0 * 0 -* 0 -* 
0 *+* 0 -*-* 
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-formule ( 3 ) de la page 88 ] 

(8 ) R/,,*= S(t‘' a+ ^), 

le signe S s’etendant a toutes les valeurs de / comprises dar 

2 , 3 , . • * , p 2 

et les valeurs correspondantes de i, j etant. choisies de manii 
Tier la condition 

(9) t‘-h tJ=i (mod./?). 

Concevons maintenant que, dans le second membrc ( 
mule ( 8 ), on reduise l’exposant de chaque puissance de t i 
nombres 

o, 1, 2, 3 , ..., p — 2. 

Ce second membre deviendra une fonction entiere de t du d( 
et Ton aura identiquement 

(10) S(r= a 0 + a,T+ a 2 t 2 -i-...-h a p _..re- 2 , 

a 0 , a ( , a 2 , ..., a^' designant dcs nombres entiers don.t 
pourront s’evanouir et dont la somme, egale au nombre di 
de 1, verifiera la formule 

(11) a 0 H- 3 i -+- a 2 -t-... -+- a p _2 = p — 2. 

Cela pose, l’equation (10) donnera 

( 12 ) R*,*= a 0 -t- -+- a 2 T 2 -i-... ay,_ 2 Te -2 . 

D’ailleurs si, dans l’equation (10), on remplace par t'", 0 

(1 3 ) s( T 0n*+/m*) = a 0 -i- a t T m + a 2 T 2 "' + ... a ; ,_ 2 T(e- 2 )'«. 

Done, si le produit 

m{h h- k) ■= mh -1- mk 

n’estpas divisible par p — 1, l’equation (12) entrain era la si 


Si p t «li\isaif !•< [inultiit 
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m i h k i» 

alors ou tromrrait : i" t**i HUpposuU nth , nth nun di visiblrs par p — t, 

<l'* ' S i rf i I, 

par «’uiisn|iiriil 

«i<»i a„ * *i i t m * #i,r 5lsl , i a #t ,r f* <i; 

v" t*11 hii jijiti*%ani nth H ttth srparrmrui <!ivi hi hlt*s par /> — i* 

i i ” i > ^ r 1 m *~* ? u *» ,x i « t 

par i , iniHuijin*iil 

« 

i§^< f it, 7 *" I U , , , f |T^ 1 4,4 /# *u 

II r*»t linn dbdinmrr i|ti§\ flails ii* pivitiitT titriiibrr dr l% k «|mil inn ( iH >* 

trn Hinilus putHsaiirrs tit* 7 * tjtii hi* trmivrrmit mtilliplirrs par dr* rorf- 
finnilH pu.iiiln rt iliHfuniH «ti* /rm, srrmil Irs puiv%attrrs qui oil Vi runt 
ill's r\{iu*%aiilH ilniHili|r% par p i mi* rr qui rtnirttl au inrmr * r*<*Ili*> 
qtit nr rrtiiiirmil a i'liiiilt*. Ilnur li* prrmirr mrmbrr dr ta fbrimilr ( iH ) 

nr mlmr.i nlriili«|iirniriil an prriuirr tttrfttbrr dr la fonmdr ( 1 1 ), 

I n fit litii niiiijilr dbifilntir, pour dr* vairtir* donnriK dr ft 

rl l‘» 1 1*h rurlliriintln 


llj,« li | % il j 4 • » * * ii ft *| 

rnf dr rrMittdrr l*i*«|iiatitni 11| i par rapport a j r( dVn tirrr, pour 
rhaijor valour dr t\ la valour rorrr*poudaufr dr /. r.onrrvons par 
r\rtitpf*\ ijiibiit promo* p u Morn 7 nrra titir rarinr primitive 1 


i|r i Vqtialtuo 


l i mi \ -■ i 

»r 4 i, 


lan«lt'< ijiif t tint* ninut* |irin»iliv<* ill* ut vjiUmh’** 

I i IllOfl. 'l I. 
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On pourra done prendre 

' t = 2 

et cn effet, aux valeurs 

0, I, 2, 3 


de l’exposant i correspondront des valeurs essentiellement d 
et non equivalentes 

i, 2 , 4, 8 = 3 (mod.5) 

de la puissance 2‘. D’ailleurs, si I’on attribuc successivemen 
valeurs 

I, 2, 3, 


les valeurs correspondantes de 


seront 


I — 2'= 2- / 


(mod. 4) 


i—2 = 4 , i — 4 = 2, i — 8=i — 3 = 3 (mod. 5 
et, par'suite, on trouvera, pour valeurs correspondantes de/, 

2, I, 3 . 

Cela pose, on aura 

§ ( T f/t+-/7c) q-fl-+~2lc _j <y2/t-l-/t | (/iH-Zt) 

et de cette derniere formula, jointc aux equations (8) et 
tirera: 

Pour h= i, k = i, h -+- k = 2, 

R,,, =2t 3 -i- r 6 = t ! -+- 2r 3 , a 0 = o, aj = o, a 2 = i, a. 

Pour h = i, k = 2, h-\-k— 3 , 

R, i 2 =T s -hT l -t-r 9 =n- 2t, a 0 =i, — 2, a 2 = o, ; 

Pour A = 3 , k = 3 ,h-hk = 6^2 (mod. 4), 

R 3 , 3 = 2t 9 -i- r l 8 r= t 2 -+- 2t, a 0 =o, a, —2, a 2 = i, a 3 = < 


II serait facile d’exprimer les valeurs des constantes positi 
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comprises dans les formules (xo) et (i 3 ), en fonction des sommes do 
la forme 

S ( ) 0 U S ( T* nih +j m k ). 

En effet, si, dans la formule (i 3 ), on prend successivement pour m 
chacun des termes de la suite 

2, 3 , p — 2, 

+ •••' + • 2 = P 2 > 

+ ■ - . 4 - a p _ 2 TP- 2 =S(T iA+ ^*), 

a= S ), 

.J 

-K. a ;j _ 2 T-(p- 2 ) 5 = 

Or, comme, en designant par A une quantite entiere positive ou nega¬ 
tive, on aura generalcmcnt, si A est non divisible par p — i, 

(20) I -j- T 2/i -b . . . -H zip—Vbzzz o 

et, si A est divisible par p — 1, 

(21) I + T*+ r 2A -t- . . . -+- — p — , } 

on conclura des formules (19), respectivcment* multiplies par les 
facteurs 

I, T~ m , T~ lm , ..., T 

puis combinees entre clles par voie d’addition, 

1 (p — i)a m = p — 9. -h r~"‘ S(T l7iH -> A ) 

(22) 

/ r -2//i # T ~-(p—2)/n g £ T (/>—2 )(//m-/*) J 

ou, ce qui revient au meme, 

(p — 2)a /;i — p — 2 -i- S(t‘ 4+ - / ’ a ) 

-j_ g ^[ih+jk) ^ _j_ _ ^ T /n g ( T (p-2Mi/i+JA-) ^ 

Ce n’est pas tout. Si, en attribuant a i et ./ deux valeurs correspon- 

24 



o, 1, 

on en tirera 

I a 0 +• a t -+- a 2 

1 a 0 -+- a^T "T" a 2 r- 

(*9) { a 0 4- a^ 2 -4- ci 2 t’*' 


&o~ 4 ~ a.T^"~ 2 H- a^r 2 ^~ 


OEuvres de C. — S. I, t. III. 
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dantes, propres a verifier la formule (9), on a 

ih-+-jk~l (mod./>— i), 

/ designant l’un des nombres 

O, I, 2, 3 , • . •, /? 2 


on en conclura, non settlement 

h~\-jk — <£•/ 


mais aussi 


t £ h+jk= p (inod./>). 


Done la formule (10) entrainera la suivante : 

(24) = a 0 -t- a^ -+- a 2 < 2 + .. .4- a ; ,_ : (mod./?) 

et la formule (i 3 ) donnera pareillement 

( 25 ) S ( (I'ni'+j "'/'■) = a 0 -H ai <"‘+ a 2 t im -+- a /; _ 2 m (mod. 


Si, dans cette derniere, on prend successivcment pour m chf 
termes de la suite, 


on en tirera 

0, 

f f 2, 

3 , • • • > p 2 , 

I #0 -+■ a! 

• 

—(— a 2 

. - 

. a _p__2 ^ p — 2 

1 a 0 Qi t 

■+■ a 2 

“f~ . ■ 

. 4- a p _ 5 i^- 2 == S ( t‘ ) 

(26) < a 0 + a,/* 

+ 

-t-. • 

.-1- a p _ 2 i 2 t?'- 2 )= S (/s(*A+-y*)) 

\ ^ 1 £ f> ~ 

- 2 4 -a 2 « 2 ^- 

-2) 4- . . 

. 4- a p _ 2 == S ( i ( r~v ) 


Or, comme, en designant par h une quantite entiere positive < 
tive, on aura generalement, si h est non divisible par p — 1, 

(27) 1 -i- t h 4- t- h = o (mod./?) 

et, si h est divisible par p — 1, 

(28) 1 + ('‘s- < !A +...+ p — x (mod./?), 
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on conclura des formules (26), respectivement multipliees par les 
factcurs 


1, t- m , t-’-p--)” 1 , 

puis combinees entrc elles par voie d’adclition, 

i (/>-i)a,„sp-2 + t~' n %{t ih +i k ) + +.. 

(2Q) 1 

V I t-lp-Vm S(f(P-2)(i7i+y*)) 


(mod.jo) 


ou, ce qui revicnt au memo, 


( 3 o) 


== 2 — - S (t ih+Jk ) — S (^ 2 CzA-t-yA-))— # 

_ Itn § (£( p - 2 )(// h -,/ 7 c )) 


(mod.yy). 


La quantite positive a m devant etre, on vertu do la formule (11), 
inferieure a p — 2 pourra etre aisement determinee a l’aide de la for¬ 
mule (3o), si Ton parvient a trouver des quantites equivalentes, suivant 
le module p, a des sommes de la forme 

S (t ih+ i /; ) ou S 


Or concevons que, dans la somme 

g( / ./A+y*) > 

h et k se reduisent, commc on peut toujours le supposer, a deux termes 
de la suite 

O, I, 2, 3, • P 2. 

Alors, si Ton a 

(31) h + k — o, 

ce qui suppose h = o, k — o, on trouvera evidemment 

m 

(32) S(T ik+ J k ) =p — 2, 


par consequent, 

(33) S(t u ‘+J'*)==— 2 (mod./>) 

et, si Ton suppose 

( 34 ) 


H /c — p — t , 
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on trouvera 

S ( T ih+ j k ) = S ( = T ■+• T 2 -+• . . . -+■ T P~* 

ou, ce qui revient au meme, 

(35) S(t 1 ' a ^') = -L 
0 

par consequent, 

S ( t Ul+ J k ) == S(fty-o*) = t ■+■ t 2 +... +• t p ~ 2 (mod./?) 

ou, ce qui revient au meme, 

(36) S (t ih+jk ) =—i (mod./?). 

Si h -|- k est renferme entre les limites o, p — x, en sorte c 

(3;) p — t > h -+- k> o, 

on trouvera, en vertu de la formule (9 ), 

(38) S{t i,1+ j k )== S[* f *(i — t ! ) k ] (mod./?) 

et puisque, pour i = o, on aura 

1 — t*— 0 , 

il est clair que, dans le second membre de la formule ( 38 ), 0 
etendre la sommation, indiquee par le signe S, ou comme 
premier membre, aux seules valeurs de i comprises dans la su 

1 , 2 , 3, ..., p — 2 

oubien encore a toutes les valeurs de i comprises dans la suit 
0 , 1 , 2 , 3, •••, p 2 . 

D’ailleurs, dans cette derniere hypothese, on aura, en vertu 
mules ( 27 ) et ( 37 ), 

S(* l7i ) = o, S(i /(A+1) ) = o, ..., S(f i(A+ *)) = o (me 

et, par suite, apres le developpement de 

(1 — t‘) k 
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suivant les puissances ascendantcs de i‘, le second membre de la for- 
rnule ( 38 ) so composera d’une suite de termes dont chacun sera equi¬ 
valent a zero suivant le module p. Done la condition (37) entrainera 
l’equivalence 

(3g) = o (mod./O- 

Supposons enfin 

(4<0 h ~H k > p — 1 . 


Alors, h -t- k etant renferme entre les limites/> — 1, z(p — 1), si Ton 
pose 

(40 h = (p — i)—h, k = (p — i)—k, 

la somme 

h -t-k = 2(p — i) — (A -t- £) 

sera renfermee entre les limites o, p — x, de maniere a verifier la 
condition 


(42) p — i>h-t-k>o. 

Alors aussi on aura 


S(t ih+ J k ) = ' (mod./O; 

puis, en posant 


( 43 ) 


j — t=i (mod./O 


ou, ce qui revient au meme, 


on trouvera 


j = * ■+■ l > 

S ( t i/i +J k ') = S(^ _lk ^ (h ^ k) ) (mod./O. 


D’ailleurs, coinme, en vertu de l’equivalence ( 43 ), la formule (9) se 
reduit a 


( 44 ) 


+ (mod./O 
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on trouvera encore 

(45) s(£!7m./*) == S[f -lk (n- ^) h+k ] (mod./?). 

Dans le second membre de la formule ( 45 ), la sommation 
par le signe S.doit s’etendrc aux diverses valours de t l qui pi 
de verifier la condition (44)> par consequent aux diverses va 
comprises dans la suite 

O, I, 2, 3 , - p — 2, 

mais distinctes de la valeur 


pour laquelle il ne serait plus possible de verifier la condit 
reduite a la forme inadmissible 


o, 

etcomme, pour i = ■ —~ 1 , on aura t l = — x, par consequent 

i -+- e=o (mod./?), 

il en resulte que, dans le second membre de la formule ( 45 ^ 
mation indiquee par le signe-S pourra etre etcndue sans inc< 
a toutes les valeurs 

Of If 2, 3 , *•*, P 2 


de l’exposant i. Or, dans cette derniere hypothese, en develo 

(r -+- 


suivant les puissances ascendantes de t, puis avant egard 
mules (27), (28) et (42), on tirera de l’equation ( 45 ) 


S ()==(/> — 1 ) 


1-2.0. (1) -f- L) 

(1.2.h) (1.2.k.) 


(mod./?] 


ou, ce qui revient au meme, 

(46) S(e 7i +?'*) = —n tjk 


(mod./?), 
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la valeur tie n„ k etant 


( 47 ) 


„ _ 1.2.3.(h- 4 -k) 

XI.)) — I , | _ v * 

(i. 2.h) (r. 2 .k) 


II estbon d’observer quo la formule (46), dans laquelle h,k et h,k 
sont lies entre eu$ par les equations (4i), s’etend au cas meme oil la 
somino 

h -+- k 


redeviendrait inferieure ii p — i et se trouverait comprise entre les 
limites 

o, p — 1. 

Alors, cn effet, comme on aurait 

(48) h h— k > p — i 

et, par suite. 

i. 2.3.(h + k) = o (mod./)), 

I’equivalencc (47) donncrait evidemment 

(49) H|i,k=0 

et, en consequence, la formule (46) se trouverait reduitc a la for¬ 
mule (39). 

Observons encore que de la formule ( 46 ), jointe aux equations ( 4 i), 
on tire immediatement 


( 5 o) = (mod .p). 

Dans les formules qui precedent, chacune dcs lettres Ji, k repre¬ 
sente l’un des nombres 

o, i, 2, 3 , ..., p — 2 

et, par suite, chacune dcs lettres h, k represente l’un des nombre 
1, 2, 3 , 4, •••, p — <• 

Pour rendre les notations facilement applicables au cas oil 

h, k, h, k 
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representeraient des quantites entieres quelconqnes, soit j 
soit negatives, nous designerons generalement par 

n M 

ce que devient le rapport 

1.2.3.(h +k) * 

( 1.2 .Il)(l .2 .k) 

quand on y remplace les quantites' entieres 

h et. k 

par les deux termes qui, dans la suite 

i, 2 , 3, 4, •••, p — i, 

sont equivalentes a ces quantites, .suivant le module p — t. ( 
la formule (5o), etendue a des valeurs entieres quclconqut 
de k, donnera generalement, si h -t- k n’est pas divisible par j 

(51) § = —n_ A ,_* (mod./)). 

Ajoutons que, si h -+- k devient divisible par p — i, la forr 
devra etre remplacee, ou par la formule ( 33 ), ou par la form 
savoir : par la formule ( 33 ) lorsque p — i divisera separerm 
et par la formule ( 36 ) dans le cas contraire. 

Concevons maintenant que, dans les formules ( 33 ), (36 
on remplace 

h par mh et k par mk, 
m etant un terme de la suite 

O, I, 2, 3, ..., p — 2. 

Alors on trouvera : i° en supposant mh et mk separement 
par p — x, 

( 52 ) S(t m ^ h +J k i) = — 2 (mod./)) 

2° en supposant que p — i divise la somme 
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sans diviser ses deux parties mh, mk, 

(53) g( f o«(f/.+y*))=_ I (mod./)); 

3 ° en supposant le produit m(h -+- k) non divisible par p — i, 

(54) g( f m(iA+y*))=_n_ /(lA) _ m;t (mod./)). 

En vertu de ces dernieres equivalences, la formule ( 3 o) donnera 
(o5) (mod./?) 

I H - II— 2/i,— -+- . . . H- t"‘ 

ou, cc qui revient au memo, 

(56) a„i= 2 h-...-+- n(p_s)/j t (p_j)*(mod./>), 
pourvu quc, i designant l’un quelconque des nombres entiers 

1 , 2, 3, • • •, p 2 , 

on ait soin dc remplacer generalement 1c coefficient t tm , savoir . 

i° par Funite, quand p — i divisera la somme des produits \.h, ik 
sans diviser chacun d’eux; 2° par le nombre 2 quand p — x divisera 
separement chacun de ces produits, 

Lorsque, a l’aide de la formule ( 56 ), on aura calcule les valeurs de 

do» 31 j • < « j 3 p —o y , 

correspondant a une valeur donnee de t ct a des valeurs dc h, k pour 
lesquelles la somme h-\-k n’est pas divisible par p — i, alors, pour 
obtenir la valeur de 

il suffira de recourir a l’equation (12). 

Pour montrer une application de la formule ( 56 ), considerons en 
particulier le cas oil Ton aurait 

P = 5 - 

Alors, si 1 ’on suppose, comme on peut le faire, t — 2, la formule ( 56 ) 

OEui/res de C. — S. I, t. HI. 25 
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donnera 

+ (mod.5). 

Si d’ailleurs on prend 
on trouvera 


h = i, k — i, 


a ffl sa+n M 2 ' l +lIj, ! 2 ! "‘+n, i i 


(mod.5) 


ou plutot 


a m 3 = 2 -+- n lfI a»+ 2 !ot + n 3 iS 2 3 "* (mod. 5 ) 
en remplagant, comme on doit Ie faire, 


n. 


par l’unite, attendu que p — i = 4 divise la somme 

2 + 2 


des indices places ici au bas de la lettre II sans diviser se 
chacun d’eux. Comme on aura d’ailleurs, en vertu de la form 


et, en vertu de la formule (49). 

n 3i3 =o, 

on trouvera definitivement, dans l’hypothesc admise, 
a„,== 2 + 2 m+1 + 2 J,n . (mod. 5 ), 
ou, ce qui revient au meme, 

a m ss 2 -+- (—1)"‘+ 2" ,+1 (mod.5), 

puis on conclura : i° pour des valeurs paires de m, 

a„, = — 2 ■+- 2 m + i ; 

2° pour des valeurs impaires de m, 

a m = t •+• 2 m+1 

et, par suite, 

a 0 = o, a t = 5 = o, a 2 = 6 = i, 05=17 = 2 (mo 


Done, puisque chacun ties coefficients 


& 0 > &15 ^ 2 ) ^ 3 

doit etre nul ou positif et ne peut surpasser p — 2 =3, on aura neces- 
sairement 

ti 0 — 0, 8 1 o , 3 U r f 83 —■ 2. 

Cela pose, la formule (12) donnera 

Ri,i = T 2 + 2T 3 . 

On se trouve done ainsi ramene a l’une des formulas que nous avions 
deduites directcment de la formule (8). 

On pourrait remarquer que 1 ’unite, par laquelle nous avons rem- 
place 1c coefficient 


est equivalente a ce coefficient suivant le module 5 . Mais on se trom- 
perait si 1’on supposait que, dans le cas oil p — 1 divise h -+- k sans 
diviser h et k, on a toujours 

n M =i (mod .p). 

Effectivement, en prenant comme ci-dessus p — 5 , on trouvera 

n I ,»r=-i ^44 = / i-- T ( mod - 5 )- 

1.(1.2. 3 ) 

E11 general, si p — x clivise h-t-k sans diviser h et k, alors h et k, 
etant reduits chacun a l’un des nombres. 

1, 2, 3 , • • •, p 2, 

fourniront une sommo precisement egale a p — 1, en sorte qu’on aura 

h -t- k = — 1=— 1 (mod./)), 

k=—It —1 (mod./)), 


et, par suite, 
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Or, on tire de cette derniere formule 

(k + i)(k + a)...(k + h) _ t . a. 3 . (k h) 

= 1.2.h C i - 2 .l))(l.2. 

par consequent 

(57) n„, k E=(—i) h (mod ./>); 

et il resulte evidemment de [’equivalence (07) que, dan 
mule ( 56 ), on peut laisser a t w \ pour coefficient, l’expressio 

lors meme que p — 1 divise la somme ih -+- ik, sans divisor 
pourvu que th et ik offrent des valeurs paires. 

Une consequence importante a laquelle on se trouve immec 
conduit par la seule inspection des formulcs (8) et ( 5 i), c 
dans le cas oil la somme h -+-k n’est pas divisible par p - 
pression 

H—ii,—k 

equivaut, au signe pr^s, a ce que devient la fonction cut 
representee par 

R/,,/,, 

quand on y remplace une racine primitive t de I’equation 

x p-i — i 

par une racine primitive t de l’equivalence 

ajp-i = 1 (mod./>). 

Cette derniere racine t doit d’ailleurs co'incider avec cclic quo 
la formule (9). 

Lorsqu’on veut appliquer a des cas particuliers les for 
dessus etablies, toute la difficulte se reduit a trouver, pour d 
de h et de k positives, mais inferieures au module p, des 
equivalentes aux expressions de la forme 
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c’est-a-dire aux coefficients numeriques que renferme Ie developpe- 
ment de la puissance 

(l-H<) h+k 

du binome i +(. Le calcul direct de ces coefficients devient assez 
penible lorsque le nombre t acquiert une valeur considerable. Mais 
"alors meme des quantites equivalentes ii ces coefficients, suivant le 
module p, peuvent etrc assez facilement obtenues par I’une des me- 
thodes que nous allons indiquer. 

D’abord, si, en designantpar t une racine primitive de l’equivalence 

I ?-* = i (mod ./>), 

on nomine indices des nombres entiers 

I, 2 , 3, 4, ... 

les diverses valeurs de l’exposant i, pour lesquelles la puissance t‘ 
deviendra successivemcnt equivalente aces nombres entiers suivant 
le module p, il est clair, d’uue part, que deux nombres seront equiva¬ 
lents, suivant le module p, quand leurs indices seront, ou egaux, ou 
equivalents suivant le module p— i, d’autre part que l’indice d’un 
produit sera equivalent a la somme des indices de ses facteurs et 
1 ’indice d’un rapport a la difference des indices de ses deux termes. 
Cela pose, si, en sc bornant a considerer des nombres entiers et des 
indices*plus petits que la limite p, on construit deux Tables qui 
offrent le nombre correspondant a chaque indice et l’indice corres- 
pondanta chaque nombre, l’addition successive des indices places a 
la suite les uns des autres dans la seconde Table fournira les indices 
des produits 

1.2, 1.2.3, I .2.3.4, 

et des lors il deviendra facile de calculer 1’indice du rapport 

„ _ i. 2.3.(h-H-k) 

" ,k— ( 1.2 .h) ( 1.2 .k)’ 

par consequent une quantite qui soit equivalente a ce rappo.rt suivant 
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le module p. M. Jacobi ayant effectivement construit les Tab 
nous venons de parler pour toute valeur de p inferieure a ioc 
resulte que, pour une semblable valeur, on obticndra sans p 
nombre equivalent a n bjk suivant le module /?. 

II est bon d’observer qu’au lieu de reduire chaque indice a 
nombres 

O, I, 2, 3, **., P 2, 


on pourrait le reduire a Tune des quantites 



Supposons, pour fixer les idees, 

/> = ' 7 - 

Alors en prenant; comme on peut le faire, t = io, on rec 
qu’aux nombres 

i, a, 3 . 4 * 5 , 6, 7, 8, 9, io, ii, 12, 1 3 , i 4 , i 5 

correspondent les indices 

o, io, ii, 4 , 7, 5, 9, 1 4, 6, i, x3, i5, 12, 3, : 

ou 

o, —6, —5, 4 » 7) 5> —7, —2, 6, J, — 3, —i, — 4 , i 

Or les sommes formees par Taddition successive de ces indic< 
equivalentes, suivant le module iG, aux quantites 

o, —6, 5, — 7, 0, 5, —2, — 4 , 2, 3, o, —1, —5, —5 

Done ces dernieres quantites representeront les indices des 
de la forme 

1.2.3.4.h, 

pour les valeurs de h representees par les nombres 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, i3, 14, i5 
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Ainsi, en particular, quatre de cesproduits correspondront a l’indice o 
et seront, en consequence, equivalents a l’unite suivant le module 17 ; 
tandis qu’un seul produit, ayant 8 pour indice, sera equivalent a 16 ou 
a — 1, suivant ce meme module. Les quatre produits equivalents a -4- 1 
seront ceux qu’on obtiendra en prenant pour h un des nombres 

1, 5 , 11, 1 5 

et se reduiront a 

1, 1.2. 3 . 4 - 5 , 

1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11, 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15, 

tandis que le seul produit, equivalent a — 1, sera, conformement a un 
theoreme connu, le produit de tous les nombres entiers positifs infe- 
rieurs au module 17, savoir : 

1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15.16. 

II sera maintenant facile de calculer les valeurs de 

correspondant a la valour 17 du module p et a des valeurs donnees 
de h, k. Ainsi, par exemple, en posant 

h = 4, k = 4 , h 4 - k = 8, 

on trouvera pour indice des produits 

t.2. 3 .4, 1.2. 3 .4. 5 .6.7.8 

les quantites 

-7,-4. 

Done l’indice du rapport 

_ 1.2. 3 .4- 5 .6.7.8 

Uh ’ k— (X.2.3.4)(l.2.3.4) 

sera 

— 44-74-7 = 10 =— 6 (mod.16), 

et, en consequence, ce rapport sera equivalent, suivant le module 17, 
au nombre 2. Pareillement, si Ton prend 

A = 2 , k = 6, A 4 - £ — 8, 
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on trouvera pour indices ties produits 



1.2, 1.2. 3 . 4 - 5 .6, 1.2. 3 . 4 - 5 . 6 .7.8 

les quantites 

— 6 , 3 , — 4- 

Done l’indice du 

rapport 


_ 1.2. 3 .4. 5 .6.7.8 

2,6 — ( 1.2 ) ( 1 .2. 3 .4 • 5 .6) 

sera 



— 4 6 — o — — 3 , 


et, en consequence, ce rapport sera equivalent, suivant le mod 
au nombre 11 ou, ce qui revient au raeme, a la quantit.e negati 
Au rOstp, sans recourir aux Tables qui fournissent, pour 
module, l’indice correspondant a un nombre ou le nombre cor 
d$nt a un indice donne, on pourrait, a l’aide do simples addi 
soustractions, obtenir facilement des quantites equivalentes 
verses valeurs de n M , c’est-a-dire aux nombres figures des 
ordres. En effet, d’apres les proprietes bien connues de ces nc 
on peut les deduire par addition les uns des autres en fori 
qu’on appelle le triangle arithmelique de Pascal. II suffira don 
arriver au but qu’on se propose, de calculer quelques-uns des 
que doit renfermer le triangle arithmetique en reduisant chacu 
a un nombre inferieur au module donne ou a une quantite 
valeur numerique ne surpasse pas la moitie de ce module. Er 
ce sujet dans quelques details. 

Supposons les deux nombres h, k inferieurs au module p oi 
a p — i. II suit evidemmentde la formule (47) quo les valeurs 

R/t,Ar, R/i—l.A, 1 

seront respectivement egales aux produits du rapport 

1.2.3.(h h- k — 1) 

■ ' [(>.2.(h-.)][(i.2.(k —.)] 

par les trois nombres 

h + k 1 1 

~W~’ k’ h’ 
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Or, comme lc premier dc cos trois nombres est precisement la somme 
des deux autres, nous devons en conclurc qu’on aura 

(a8) ITti.t — Eh—x.k -t- 

De plus, il est clair qti’on aura, en vertu de la formule ( 47 ). non seu- 
lement 

(39) n M =n k , h , 

mais encore 

(60) H[,,i—ti 1, —it 1. 

Cela pose, imaginons une Table, analogue a la Table de Pvthagorc, 
dans laquelle la premiere ligne yerticale et la premiere ligne horizon- 
tale rcnfcrmcnt les valeurs de h, k positives et inferieurcs a p ou meme 
a p — 1, c’est-a-dire les nombres 

1, 2, 3 , 4, • • •, p 2, 

et concevons que, dans la case correspondant a des valeurs donnees 
de h, k, on place une quantite, non sculement equivalente a II hk , sui- 

vant le module p, mais, de plus, rcnfermec entre les limitcs — •£> -t- ~ 

Il resultc des formules (Go) que, dans la Table dont il s’agit, chaquc 
tcrrne dc la seconde ligne horizontale ou verticale sera equivalent au 
terme correspondant dc la premiere ligne augmente de l’unite, et de la 
lormule ( 58 ) que, dans ehacune des autres ligncs horizontales et ver¬ 
ticals, un terme quelconque sera equivalent ii la somme des deux 
termes anterieur et superieur, c’est-a-dire des deux termes qui le pre¬ 
cedent immediatement, 1’un dans la meme ligne horizontale, l’autre 
dans la memo ligne verticale. Or, cesremarqucsfournissent un moyen 
tres simple de construire la Table que nous venons d’imaginer et qui, 
dans le cas ou Ton suppose p = 17, se reduit a la suivante : 
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Quantity equivalentes aux nombres figures suivarit le module p = ly 



. i 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

IO 

11 

1 2 

i 3 

i4 

I 

2 

3 

4 

5 

fi 

/ 

8 

—8 

j 

-6 

— 5 

-4 

—3 

— 2 

2 

3 

6 

7 

—2 

4 

—6 

2 

— 6 

4 

—2 

7 

6 

3 

I 

3 

4 

- rj 

3 

[ 

5 

— r 

I 

— 5 

— i 

— 3 

7 

-4 

— i 

0 

4 

5 

— 2 

■ 

2 

7 

6 

/ 

2 

i 

—2 

5 

• 

0 


5 

6 

4 

5 

n 

/ 

—3 

3 

—7 

— 5 

-4 

—6 

— i 

0 



6 

7 

—6 

— i 

6 

. 3 

6 

— i 

—6 

/ 

I 

0 




7 

8 

2 

i 

7 

7 

— i 

—2 

-8 

— i 

0 





8 

—8 

—G 

-5 

2 

—5 

—6 

—8 

i 

0 






9 

—7 

4 | 

—l 

I 

-4 

7 

— ! 

0 







ro 

-6 

—2 


— 2 

—6 

i 

0 








11 

—5 


j 

5 

— i 

0 









12 

-4 

6 

-4 

1 

0 










i3 

-3 

3 


0 











i4 

—2 

i 

0 












r 5 

— I 

0 













16 

0 















Dans la Table precedente, on s’est dispense d’ecrire les qu 
auxquelles II llk devient equivalent, lorsque la somme li + k c 
fermee entre les limites p, a(p — i); attenclu que ces quanti 
vertu de laformule (49). se reduisent toules a zero, commc cel 
correspondent au cas oil Ton a 

h k — p, 

Quant a celles qui repondentau cas oil Ton a 


h H- k — p — f, 
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dies se reduisent alternativemont, on vertu dc Ja formule (57), a 4-1 
011 a — 1, selon que h est pair ou impair, et occupent les cases situees 
sur Tune dcs diagonales de la Table. Les cases situees sur l’autre dia- 
gonalc renfermeut les quantites 

2 , 6 , 3, 2 , — 3, 6 , — 2 , 1 

qui representent les valours de 

n„, h 

corrcspondant aux valeurs 

1, 2, 3 , 4 , 5 , 6, 7, 8 

du no mb re h; et, dans les cases symetriquement placees ii 1’egard de 
cette autre diagonale, on trouve des quantites deux a deux egales entre 
dies, conformement ii (’equation (59). Ajoutons que les quantites 
ecrites dans la partie du Tableau comprise entre la premiere- ligne 
horizon tale, la premiere ligne verticale et la premiere diagonale, sont 
encore, dans cliaque ligne horizontalc 011 verticale, egales deux a 
deux, an signe-pres, ii distances egales des extremites dechaque ligne. 
Or, c’est ce qu’il etait facile de prevoir. Gar si 1 ’on nomme 

h, k, 1 

trois quantites cntieres, non divisiblcs par p — 1 et choisies de ma- 
niere ii verifier la formule 

( 61 ) li + k + l = p -1 

011 memo, plus generalcmcnt, de maniere a verifier l’equivalence 

( 62 ) li + k + lso (mpd./i — 1 )> 

on aura, cn vertu dc l’equation ( 3 ), 

0 h «=e..= (-i) , || 

et, par suite, 

n ®h®k f , N 1 ®h®k®l 

lMi,k a l 1 / n 

^fn-k p 

Or, cette derniere equation devant subsistcr, ainsi que la for- 
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mule (61) on (62), lorsqu’on echange entre eux les nombre 


h, k, 1, 

on en conclura 

( 63) = (- i) h R k> i= (- 1 )^ 1 ,= (- i)'R m . 

r 

On aura done, dans l’hypothese admise, 

(64) (—i) h Rk fl = (- i) k Ri,u= (- O'Rn.k! 
et, en remplagant -t par/, on trouvera 

(65) (— i) ll II k ,i=(— i) k n Ul = (— i)'n„ ik (mod./?). 

On tirera d’ailleurs de la formule ( 65 ) 

n M = (— i) 1 - k n h , u = (— r)"n„ ik (mod./?) 
ou, ce qui revient au meme, 

(66) n hJ ,_ 1 _ h _ k =(-i)' , ni, ik (mod./?). 

II serait au reste facile de deduire directement la forr 
de l’equation (47). par un calcul semblable a celui qui nc 
duits a la formule (57). 

Les formules ( 49 ). (57), ( 58)4 ($9), (60), (66) offrent 
de simplifier la recherche des quantites equiyalentes a II,, k , 
struetion de la Table qui les renferme; et d’abord il result 
mules (49), (57) qu’on pourra se borner a calculer, dans c( 
les termes correspondant a des yaleurs de h, k, pour lesc 
aura 

(67) h-t-k </? — i. 

De plus, eu egard a la formule ( 5 q), on pourra supposer 
le plus petit des deux nombres h, k, lorsque ces deux noi 
viennent inegaux; et, en aclmettant eette supposition, on ti 
formule (67) 
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Ce n’est pas tout : on vertu de la formule (66), on pourra se borner 
a calculor celles des quantites equivalcntes a II hk pour lesquelles on a 


par consequent, 
(69) 

et, de la condition 


k 5 p — 1 — h — k, 

P — 1 — h 


k< 


h<k, 


combinee avec la formule (tip), on tirera 
(70) b S ^-5—-• 


On pourra done, dans la Table ci-dessus mentionnee, conserver 
sculement la premiere ligne horizontale et la premiere ligne verticale, 
avec les cases correspondant aux valeurs de h, comprises entre les 


limites 



et aux valeurs de k, renfermees entre les limites 


k = h, 



ou 



k 


Ainsi, en particulier, si Ton suppose p — 17, la Table dont il s’agit 
pourra etre reduite a la suivante : 

Quantites e'quivalentes aux nombres figure's suivant le module 17. 



1 

:2 

3 

4 

5 

6 

7 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

2 


6 

—7 

—2 

4 

—6 

2 

3 


3 

1 

5 

— 1 


4 



2 

7 

6 


5 




—3 
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Pour construire cette derniere Table, il sul’fit de placer 
miere ligne verticale les valours de h inferieures ii 


savoir 

I, 2, O, •-), 5 , 


etdans la premiere ligne horizontale, les valours de k infer 


savoir 



I, 2, 3 , 4 , 5 , 6, 7; 


puis de remplir, pour chaque valeur de li, les cases co 
aux valeurs de k comprises entre les limitcs 


en operant comme il suit: 
Pour obtenir les tcrmes 


2, 3 , 4 , 5 , 6, 7, 8 

qui. devront composer la deuxieme ligne horizontale, 
I’unite aux tcrmes correspondants de la premiere ligr 
comme des formulcs ( 58 ) et (09) on tire 

(7O n„,i,= an u _ lih , 

il est clair que, dans chacune des lignes horizontales qu 
deuxieme, le premier terme conserve devra etre equivalen 
module 17, au double du terme immediatcment superieu 
des autres termes conserves a la somme faite des deux t< 
en avant et au-dessus de celui quo Ton considere. 

En operant de cette maniere, on trouvera pour termes dr 
ligne horizontale, les quantites 

6 = 2.3, —7== 6 + 4, — 2=—7 + 5, 4 = ~ 

— 6 = 4 +• 7, 
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pour termes de la quatrieme ligne, les quantises 

3 ==2 (—7), i — 3 — 2, 5 = 1 + 4, —1 = 5 — 6 ; 

pour termes de la cinquieme ligne, les quantites 

2 = 2.1, 7 = 2 + 5 , 6 = 7 — i; 

enfin, pour terme unique de la sixieme ligne horizontal, la quantite 

— 3 = 2.7 (mod. 17). 

A la scule inspection dc la Table construite comme on vient de lc 
dire, on obtiendra immediatement les quantites equivalentes a n M , 
pour des valeurs de h et de k non situees hors des lirnites 

(72) • h = J, k = h, k = ~ ' ~ h ; 

o 2 


et Ton trouvera, par exemple, en supposant toujours p = 17, 
n M = 2, II 2 , 6 = —6 (mod. 17). 


Si les valeurs de h, k, n’etant plus situees entre les lirnites (72), 
etaient neanmoins des valeurs positives propres a verifier encore la 
condition (67), on devrait joindre a la Table construite les for- 
mules ( 5 9) et (66). On trouverait ainsi, par exemple, 


■^6,8= Ilg^ = rt'2. 0 6 

U7,7 1^7,2 “* H2,7 === 2 


(mod. 17). 


Enfin, si les quantites h, k acqueraieut des valeurs quelconques 
positives ou negatives, mais non divisibles par p — 1, on devrait d’abord 
les reduire, par l’addition ou la soustraction de p — 1 ou de ses mul¬ 
tiples, a des quantites positives, mais inferieures a/j — 1, puis, apres 
cette reduction, on aurait rccours soit a la formulc (49), soit a la 
formulc (57), soit a la Table construite et aux formules ( 5 q ), (66), 
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suivant que la sorame h k scrait superieure, egale ou inferie 
nombre p — i. 

II est inutile cle s’occuper du cas oil rune des quantites h, k 
suite, 1’une des quantites h,k deviendrait divisible par/;, attend 
dans cette hypothese, on n’a plus besoin de recourir a la formul 
pour determiner la valeur de R A> * qui, en vertu de l’equation ( 
reduit a — i. 

Un moyen fort simple de prevenir et de reconnaitrc les erreu 
pourraient se glisser dans la construction de la Table ci-dessut 
tionnee, consiste a introduire dans chaque ligne horizontal un 
de plus. Effectivement, en vertu de la formule (GG), si Ton fait 
un nouveau terme dans unc ligne horizontal correspondant 
valeur donnee de h, ce nouveau terme devra etre egal au terme 
dent, pris en signe contraire, ou a Tavant-dernier terme de la 
ligne, suivant que la valeur de h sera un nombre impair ou un n 
pair. Done si, au moment oil Ton parvient a 1 ’extremite d’unf 
horizontale, il arrivait que la condition dont nous venons de pai 
futpas remplie, on devrait recommencer le calcul des tonnes c( 
dans cette ligne. En operant comme on vient de le dire, ot sup 
par exemple n — i'j, on obtiendra, au lieu de la Table trouve 
haut, celle que nous allons transcrire : 

Quantites dqaivalentes aux nombres figures saw ant le module 17. 



T 

2 

3 

4 

5 

() 

j 

8 

I 

‘2 

3 

4 

5 

G 

/ 

8 

—8 

2 


G 

— y 

—2 

4 

-6 

•2 

— G 

3 


3 

1 

5 

— 1 

1 


4 



‘2 

7 

G 

7 


5 




—3 

3 



Si Ton supposait au contraire p = 19 oujo = 29, on obtiendr 
Tableaux suivants: 
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Quantitis equivalentes aux nombres fgures suivant le module 19. 



[ 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

] 

2 

3 

. 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

—9 

2 


6 

—9 

-4 

2 

9 

— 2 

7 

—2 

3 


i 

—3 

— t 

8 

G 

—6 


4 



-6 

“7 

* 

/ 

i 


5 




5 

f> 

—6 



6 





/ 





Quantiles equivalentes aux nombres figures suivant le module 29 



i 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

i i 

12 

i3 

1 4 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

IO 

11 

12 

i3 

■ 4 

— *4 

2 


6 

10 

— i4 

—8 

— i 

7 

—13 

— 3 

8 

— 9 

4 

— 11 

4 

3 


-9 

G 

— 2 

—3 

4 

— 9 

-12 

- 4 

— 13 

“9 

9 


4 



12 

10 

n 

J 

r i 

2 

— io 

-.4 

2 


2 


5 




—9 

—2 

9 

I I 

I 

—13 

— 11 

r i 



6 





—4 

5 

—13 

—12 

4 

— 7 

4 



7 






1 0 

— 3 

14 

-1 I 

11 




8 







— 6 

8 

— 3 

8 




9 








—13 

j3 






Lorsque, 
lentes a 


dans la formule ( 56 ), on substitue les quantites equiv 

•*•> 20 h,(p —2)&j 


determinees par l’une des methodes que nous venons d’exposer, t 
obtient une valeur de a m qui depend evidemment de la valeur attribui 
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a i. Or, t designant une des racines primitives de l’equation 



i etant un nombre premier bp — i, t' sera une autre racine primi 
la meme equivalence; et comme, dans & h , le coefficient de 


sera 


r mih 

4 5 


il est clair que, remplacer dans © A , t par t ', rcvient a y rempb 
par t‘ a . Done, substituer a la racine primitive t la racinc pri 
t'==t\ e’est, en d’autres termes, transformer & h en & lh , par cons< 
@ A en 0,*, et 


R h.k — 




Ainsi, par exemple, comme, en prenant /; = 5 et 


on trouve 


Rl,l — T 2 2T 3 , R S ,3 = -H 2T, 


si l’on prend, au contraire, 


on trouvera 


t = 3==2 : * (mod. 5), 


' Ri,i = T 6 +aT’=T s +2T, R 3 i3 =T g -1- 2T 3 =T 2 4- 2T 3 . 


Done, substituer a la racine primitive 2 la racine primitive 


3 = a 3 (mod. 5), 


R.,t en R 3 


Rj,s en Rg ( g — 


ce sera transformer 
et reciproquement 
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Les diverses formules obtenues dans cette Note sc rapportent au cas 
oil la valeur de % h est donnee par I’equation (i). Si, en designant par n 
un diviseur dejo — i, et posant 

(73) p—t — nns , 
on nommait 

P> r 

des racines primitives des formules 

x' l —\. et x n =i (mod.p), 
on pourrait prendre 

P = t ct , (mod./>). 

Alors, en rcmplacjant 

h par nsh, k par ns k, 
puis ecrivant, pour abreger, 

0 /, au lieu de 0 CT/ „ 

ll/i. /; a E1 cta,ctA'> 

on obtiendrait, a la place des formules trouvees dans cette Note, des 
formules analogues obtenues dans le Memoire. Ainsi, en particular, 
la valeur de @ A serait generalementfournie, non plus par 1’equation (x), 
mais par la suivante 

(74) ©A = e + P h 6 ‘-H P a/i 4 - p(/'- 2 )* B tr ~\ 
et Ton aurait: x° en supposant A divisible par n, 

(7 5 ) © /t — 0 O = — i; 

2° en supposant A non divisible par n, 

(76) 0 A 0_ A = (—1 ) CT/, p. 
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De plus, en posant toujours 

®A®A — Ra,A®A+Aj 


ou, ce qui revient au meme, 


( 77 ) 


Ra,a= 


®A ®A 
®A+A * 


on trouverait: i° pour des valeurs de h ou de k divisibles p, 

(78) Ra,* = —!* 

2° pour des valeurs de h non divisibles par n, 

(79) Ra,-a=— 

3 ° pour des valeurs de h, de k et de A ■+• k, non divisibles pa 

(80) Ra,aR—A,—A—— 

Ajoutons que, si h -\-k n’estpas divisible par n, l’on aurj 

(81) . Ra,a=S(p' a+ >*), 

le signe S s’etendant a toutes les valeurs de i comprises da 

1, 2, 3 , • • •, p 

et les valeurs correspondantes de i, j etant choisics de man 1 
fier la condition (9), c’est-a-dire la formule 

(mod./;). 

Concevons maintenant que, dans le second mombro 
mule (Bi), on reduise l’exposant de chaque puissance de p 
nombres 

o, 1, 2, 3 , ..., n — 1. 


Ce second membre deviendra une fonction entiere de p 
n — 1; et I’on aura identiquement 


(82) 


S (pfA-t-y*) — a 0 -+- ai p + a 2 p 2 -+- a ' 1 - 1 p "- 1 
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a 0 , a t> a 2 , a„_ t designant des nombres entiers, dont plusieurs 
pourront s’evanouir, et dont la somme, egale au nombre des valeurs 
de i, verifiera la lortnule 

(83) a 0 -t- a, -t- a 2 +■... h- a„_, = p — 2 . 


Cela pose, Tequation (81) donnera 
(84) Ra,*= a 0 -+- a, p 4 - a 2 p s -t- ... + a n _ I p'* _1 . 

Concevons d’ailleurs que, pour se conformer aux conventions ci- 
dessus adoptees, 1’on remplace 

h par ®h et k par rok, 


dans le second membre de la formule ( 47 )* Cette formule, reduite a 

1 . 2 . 3 .. ,[cr(h 4-k)] 


( 85 ) 


n h . k = 


(i.2...rol))(i.2...njk)' 


fournira la valeur de II h k , dans le cas oil les quantites h, k se reduiront 
a deux termes de la suite 

I, 2, 3 , ..., /i. 


et, dans le cas contraire, EI htk representera ce que devient le rapport 

i.a.3...[o(h+k)] 

(i.2.3...Bih)(i.2.3...5rk) 

quand on y remplace les quantites entieres h, k par les deux termes 
de la suite 

1, 2, 3 , ..., n, 

qui sont equivalents a ces memes quantites, suivant le module n. 
D’autre part, a I’aide de raisonnements semblables a ceux par lesquels 
nous avons etabli les formules (19) et (26), on prouvera que les 
valeurs de 

a 0 > • • • > 3 n —i, 

renfermees dans les equations (82) et (84), verifient non seulement 
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les formules 



/ 8q 4" tl] 

4 - 82 

4 -. . 

. 4 ~ 8/y — p - P 2, 


1 80 4 - 8j p 

H- a 2 p 2 

4 _ 4 . 

.+ a„_ lP '‘- 1 =S (p' A+ '*), 

(86) 

7 a 0 4 - 81 p 2 

+ a 2 p 4 

4" • • 

. + a„_! p 2 («-^ = S (?<- ih +/*>, 


' ao + a 2 p" _1 

‘a-ajp 21 " - 


.4- an^pt"- 1 ^— S(p('>- t >(<'A+y/,-)) ) 

mais 

encore les suivantes 




/ a 0 4- a t 

4 - 82 

+ . 

. .4-a n _n =/> —2 (mod. 


i a 0 4- a,r 

4 - 82 

+ . 

.. + a (i _ 1 r"- 1 ==S(/-" + 4>, 

(87) 

j a 0 4- 81 / ,2 

4- a s r 4 

4*. 

.. 4- a„_i /•=(«-») = s ( r W'+i k \ 


' a 0 + a,r' 1 - 

l + a 2 >* 2(,l ~' 

■ ij +. 

.. a„_, /•(»-!)* = s (,-<»-i)(iA+ 7 *)) > 


et de ces dernieres, respectivement multiplices par les facteui 

T ,.—/// 2m m 

J > 7 > 7 ? • • • » 7 > 

puis, combinees entre elles par voie d’addition, Don conclura 

( nd. m ~p — 24- r~ m S ( r ih +j k ) 4- r~ im S ( 

(00) (n 

( 4 - r -(n-l)mg ( r {n— l)<ih+Jk)j 

De plus, si Ton remplace h par vsh et k par xzk dans les p 
membres des formules ( 52 ), ( 53 ), ( 54 ), on tirera de ces foi 
i° en supposant mh et nk separement divisibles par n, 

(89) S(r m <"W*)) = - 2 (mod./;); 

2 0 en supposant que n divise la somme 

m(h 4 ~ k) — mh 4- mk y 
sans diviser ses deux parties mh , mk, 

(90) S(/' m <‘-/ 1 +yA-)) s _ 1 (mod. jo); 

3 ° en supposant le produit m(h 4- k) non divisible par n 
<90 (mod .p). 
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attendu que l’on devra, en vertu des conditions admises, ecrire sim- 
plement Jl nihmk an lieu de II mvS h,muk- Done la formule (88) donnera 


( 9 2 ) 


U H m = 2 -+- 11 - /;. -A; !' -+- II— S A,—Sjt 2 ™ 


(mod./?), 


ou, ce qui revient au meme, 

(g3) 2 H~ II/,.,* + n ( , j.d 4 r< n - 1 )'« (mod./)), 

pourvu que, i designant l’un quelconque des nombres entiers, 

i, 2 , 3, — 1, 


l’on ait soin de remplacer generalement le coefficient de r im , savoir : 

Ht/i.t/i'j 


x° par l’unite, quand n divisera la somme des produits i h, t k sans 
divisor chacun d’eux ; 2° par le nombre 2 quand n divisera separement 
cliacun de ces produits. Enfin, comme on tire de 1 ’equation (73)' 

nxs=— 1 (mod./?), 

il cst clair qu’en multipliant par ct les deux membres de la for¬ 
mule (93), on la reduira immediatement ii celle-ci 

(94) a,„s(2 -r-II/ i ,*/-" , -)-n 2 / i , 2 */’ 4 " , -i-...-l-n ( , (mod./?). 

Pour appliquer a des cas particuliers la formule (94), on devra 
d’abord rechercher des quantites cquivalentes, suivant le module p, 
aux nombres figures qui representeront les diverses valeurs de II tk . 
On y parviendra sans peine a l’aide des methodes precedemment 
exposees, en commen§ant par reduire chacune des quantites h, k a un 
terme de la suite 

1, 2, 3 , ••*, )) 1. 

Apres cette reduction, si Ton a 

h -f- k. ii f 
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h -+- k = n, 

on en conclura, dans le premier cas, 

(g 5 ) n M =so (mod. p), 

et, dans le second cas, 

( 96 ) n h , k =(—I) CT " (mod./?). 

Si 1 ’on a, au contraire, 

h -t- k < n, 

on pourra, ea egard aux deux formules 

(97) Rk,h—“ Rh,k 

et 

( 9 8 ) n M _ k _„s (- i) rah n„, k (mod./)), 

ramener la recherche d’une quantite qui soit equivalente a II 
Ie module p, au cas particular dans lequcl h, k represented 
nombres non situes hors des limites 

(99) h = ij h= p k = h, k — —— • 

D’ailleurs, h, k etant deux nombres de cette espece, le tcrme t 
a II hk , dans la Table que nous avons appris a construire, sera 
renfermerontla ligne horizontale, dont le premier termc est 
ligne verticale, dont le premier terme est wk. 

Concevons, pour fixer les idees, que I’on prenne 

P = i 7 > « = 4 - 

On aura 



et par suite le terme equivalent ah,.,, dans la Table de la 
sera celui que renferment les lignes horizontale et verticale 


NOTE V. 


premiers termes se reduisent au nombre vs = 4. On aura done 

11,,,= 2 (mod. 17). 


Si, en supposant toujours p — 17, on prenait 

n = 8, 

on trouverait 



et, par suite, Ie terme equivalent a II,, 3 dans la Table dont il s’j 
serait celui que renferment Ies lignes horizontal et verticale don( 
premiers termes se reduisent aux nombres 


On aurait done alors 
Soit encore 
On trouvera 


m = 2, 3 vs = 6. 

n, t3 = — 6 (mod. 17). 
p = 29, n = 7. 


28 , 

w— — =i; 


et le second Tableau do la page 209, joint a la formule (98), don 

11,,, = 12, n 2 , 5 =—6, n s ,3=n,, 3 = —7 (mod. 29). 

On aura d’aillcurs 

II4,4=0, n 5 ,3=0, It G. r, = 0. 

Enfin, si, cn nommant p line racine primitive de I’equation 

X'— I, 

Ton pose 

R,,,— a 0 4 -a,p 4- a,p s + a 3 p 3 4 - a 4 p 4 4 - a 5 p 5 4 -a 6 p 6 , 


la formule (q 4). jointc a celles que nous venons d’obtenir, donnei 
a„ t ss 4(2 4- 12 r'“ —6r 2,n — 7/' 3 " 1 ) ( mod./>), 

r etant une racine primitive de l’equivalence 

/« 7 == i ( mnd. 20 
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D’autre part, 


£ = 10 


6tant une racine primitive de I’equivalence 

x 28 =i (mod. 29), 

on pourra prendre 

r — f C! =:t'’ = —5 (mod. 29), 

ce qui reduira la valeur trouvee de a m a 

a m s4[2-+-i2(-5)'“—6.5 2 '»-7(— 5 ) 3 " 1 ] (mod./;). 

Si, dans cette derniere formule, on attribue succcssivement a 
valeurs 

o, I, 2, 3, 4, 5, 6, 

on trouvera 

a 0 = a 4 = a 5 == 4, a^o, a,sa,= 6, a 6 = 3 ' (mod. 29 

et, par suite, puisque chacun des coefficients 

9 o» <*l» & 4 > 

doit etre nul ou positif, mais inferieur au module 29, on aura 

g 

ao—84— 85=4? St —o, 82=83—6, 83=3 

R M = 3p 6 -+- 4 (1 ■+■ p 4 -1- p 5 ) -+- 6(p 2 h- p 3 ). 

Si maintenant on substitue a p l’une des puissances 

p 2 , p 3 , p\ p 5 , p 8 , 

on trouvera immediatement 

R, i2 =3p 5 4-4(l-l-p -+- P 3 ) -+- 6 (p H— p 6 ), 

Rs, 3 — 3p*+ 4 (1 4- p 5 -+- p) -+- 6(p 6 -+- p 2 ), 

Ri,i= 3p 3 -+- 4(x -t- p 2 + p 6 ) 4- 6(p h- p®), 

Ra,S “ 3p*+ 4(l H- p 6 -+- p 3 ) -+- 6(p 3 ~H p), 

Re,6 = 3p •+- 4( f ■+■ p 3 -+- p 2 ) -H 6(p 5 -+- p 3 ). 



Si, en prenant toujours 
on supposait 
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P = 29 , n — 'j, 


Ri )2 — a 0 4 - ajp 4- a 2 p 2 4 - a 3 p 3 —1— a 4 p 4 4- a s p 3 h— a 6 p 6 , 
alors de la formule (94), combineeavec les suivantes : 

Hi, 2 = 2, H-2,4 ^1^2,1= 2, II it g = Il 4: 1 = n 2 , j = 2 , 

H 3 ,o=o, n 5il0 =n s , 3 = Oj n 6 , l2 =n 6 , 5 =o, 

on tirerait 

a,„= 8(1 4- r m + r i " l + r'»») (mod. 29), 
a 0 = 8.4 = 32 = 3 (mod. 29) 

a<> — 3; 

puis, en prenant r= — 5 , on trouverait 

®i = a 2 = a 4 =6, 33=85=35 = 2, 

et 1’on aurait par suite 

Ri,2= = 3 -1- 6 ( p 4-p 2 4 -p 4 ) 4 -2(p 3 4 -p s +p 6 ). 

Comme on aura d’ailleurs 


3 3 4- p 4 4- p s 4- p 6 = — 1 , 

si 1’on pose, pour abreger, 

p 4- p 2 4- p 4 — p 3 — p s — p 6 = A, 

on trouvera encore 

,' , 1 — A , .. , 14- A 

p 4 -p 2 -bp 4 =-—, p 3 4 - p 5 4 - p 6 =-—> 


et par suite la valeur de R j>2 deviendra 

R,,j=—r-h 2A. 

En rempla<jant successivement dans cette derniere formule p p 
cune des puissances 


P 2 , p\ p 4 , p 5 , p 6 , 
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on en tirera 

R j. 2 R 2] 4 Ri,8 I 4“ 2 A, Rs,C R 5 ,10 Rg , 12 ^ ““ 2 A , 

ou, ce qui revient au meme, 

R, ,2 — R 2 , 4 —— R 4 1 — — 1 + 2 A, R 3 , 6 — R 5. 3 — Rg,s — * 2 A. 

Nous remarquerons, en terminant cette Note, que, dans lc cas 
Ton suppose la valeur de © A determinee, non par 1 ’equation (1), r 
par l’equation (74), la formule ( 63 ) doit etre, eu egard aux notati 
adoptees dans la seconde hypothese, remplacee par cette autre forn 

= (- i)«* R k ,,= (- i)^R,,„= (- i) ral R„, t , 
qui, pour des valeurs paires du nombre ct, se reduit simplement a 


BhQkQi 

P 


— Rk,l— Rl,h — Rli.k- 


On doit d’ailleurs, dans ces deux dernieres formules, prendre pou 

1), k, 1 


trois quantites entieres, non divisiblcs par n, et choisies de man 
a verifier non plus la condition (62), mais la suivante : 

h 4- k 4 - 1 ss 0 (mod. n). 


Si, pour fixer les idees, on suppose n= 7, on pourra prendre 


ou bien 


h = i, k = 2, 1 = 4, 

h = 3 , k = 5 , 1 = 6, 


attendu qu’on aura, dans le premier cas 


h + k 4 -1 = 7, 


h 4- k 4- 1 = 14 = 2.7. 


et dans le second 


4 


D’ailleurs, le nombre n = 7 etant impair, le n ombre 


" 7 

devra etre pair ainsi que p — 1. Done, en supposant n — 7, or 
trouvera 


©, ©, © 4 


Ri, 


: -^ 4 , 1 ? 


©3 ©5 ©6 


:R 


3,e ■ 


: R; 


5,3- 


:R 


6,5 t 


ce qui s’accorde avec les formules deja obtenues. Comme on aur; 
d’aillcurs, dans la memo supposition, non seulement 


mais encore 

on en conclura 


R., 


©| 

©2 ' 


R 


©| 

© 4 ’ 


R 4 


©| _ ©| 

©8 ©1 


Rt,i'Ri,*RM=«i ©* ©4=i>R<,2- 


Or, il sera facile de verifier cette derniere formule, en prenant p = 29 
Alors, en effet, en vertu de la formule 


p H-p 2 -H p 3 -f-p‘-r-p 5 -f- p 6 = — I, 

on pourra reduire les valeurs precedemment calculees de R (>) , R 2j2 
R M a celles qui suivent 

R la =r 2 (p J + p 3 ) — (p 6 -+-4p), Ri,*= 2 (p 4 -t- p 6 ) — (p s-l_ 4p 2 ), 

R t , 4 = 2 (p + p 5 )-(p 3 +4p 4 ); 


ct l’on aura par suite 
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NOTE YI. 

SUlt LA SOMME DES RACINES PRIMITIVES D’UNE EQUATION BINOME, 

ET SUII LES FONCTIONS SYMfiTRIQUES DE CES RACINES. 

m et n designant deux quantites entieres, et co leur plus 
comraun diviseur numerique, on peut toujours, com me l’on sai 
ver deux autres quantites entieres u, v, propres a verifier la fori 

mu — nv — co. 

# 

Done toute racine commune des deux equations binomes 

x m = I, X rt =\, 

et par consequent des suivantes . 

X mu — 1 , X nv =l, 

verifiera encore l’equation binome 

= I, 

puisqu’en supposant 

mu — nv = co, 

on en conclura 

m a 

2 —— ™mu~~nv — o 

x nv ' 

Si d’ailleurs, n etant positif, on a pris pour oc une racine primi 
l’equation 

X n “ I , 

ou, en d’autres termos, si x 11 cst la plus petite puissance positi 
qui sereduise a 1’unite, co ne pourra differcr de n; et par cons 
m sera divisible par n, en sorte qu’on aura 

m = o (mod. n). 

Cela pos6, n etant un nombre entier quelconque, nommom 
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racine primitive de l’equation binome 

(i) x ' 1 — I, 

et 

/i, k, l, ... 

les entiers inferieurs a n, mais premiers a n. D’apres ce qu’on vient 
do dire, p ne pourra representer unc valeur de x, propre a verifier une 
equation de la forme 

‘ X mh =l, 


que dans le cas oil mh, et par consequent m, sera divisible par n. Or, 
la plus petite valeur positive de m qui remplisse cette condition' 
est m — n. Done 

p"A 

sera la plus petite puissance de p h qui se reduise a 1 ’unite. Done 

p^, p l y ... 

seront autantde racines primitives del’equation (i). Cesracines seront 
d’ailleurs distinctes les unes desautres. Car si l’on avait 


on en conclurait 


p ,l = p k , 


p fc - /l =i, et k — A so (mod. n), 


ou, ce qui revient au meme, 


et par consequent 


k = h (mod.«), 
k = h. 


h, k devant etre tous deux positifs ct inferieurs a n. Ajoutons que les 
seules racines primitives de 1’equation (i) seront les puissances 
entieres de p, dont les exposants, premiers a n, pourront etre reduits, 
parl’addition ou la soustraction de n ou d’un multiple de n, a l’un 
des nombres 


h, k, l, .... 
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Eri effet, si m represente, au signe pres, un enticr qui nc soit pas 
premier a n, alors, to etant le plus commun diviscur de m et de n , lo 
produit 


sera le plus petit multiple de m, qui dcvienne divisible par n; et, par 
suite, 


sera la plus petite puissance positive dc p m qui se rdduiso a I’unite. 

Done, alors p m represented unc racine primitive, non plus do 1’equa¬ 
tion (i), mais de la suivante : 


Si m devient premier a n, on pourra en dire autant dos produits 


Done alors 


mh, nik, ml, .... 


p" ul , *p' n/c , p m 


seront encore des racines primitives de l’equation (i). D’aillours cos 
racincs seront encore distinctes lesunes desautres. Car on no pourrait 
supposer 

p mh— pink ^ 

sans en conclure 


= m{k — h)~ o (mod./i), 


par consequent 


k — A=o, k ~ h (mod./?.) 


h k devant etre tous deux inferieurs a n . Done, si m devient premier 
a n, les diverscs racines primitives de l’equation (i) pourront etre re* 
presentees, soit par les termes de la suite 


p> p, ps 
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soitpar les termes dc la suite 

p« iA , p m!c , 

qui coincideront avec les termes dc la premiere, ranges dans un ordre 
different. 

Si, au contraire, m et n n’etant pas premiers entre cux, co designe 
leur plus grand commun diviseur, alors ceux des termes de la suite 

p mh , p ,,lk , p ,,L/ . 

qui restcront distincts les uns des autres, representeront les diverses 
racines primitives dc l’equation ( 2 ). 

Supposons a present quo le nombre n soit decompose cn deux 
factcurs 

<P> 

premiers entre eux, et nommons 

If -n 

des racines primitives des deux equations 
( 3 ) x?=i, 

(/,) xX= t . 

Les puissances » 

V*, -n m f 

et, par suite, leur produit 

Y n =(lr\)” 1 , 

sc r^duiront evidemment a l’unite, si m est divisible simultanement 
par <p et par y^, ou, cc qui revient au meme, par 1c produit 

n = "• 


Done on verifiera I’equation ( 1 ) en posant 

x — £n. 


OEuvres de C. — S. I, t. III. 
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II y a plus : si m est choisi cle maniere a verifier la condition 


on en con cl ura 
par consequent 


(£/])«*? = i, 7i w,< P=x, 


mo = o 
Ct 

par consequent 


(mod.x), 
(5*1 )"* = >: 


m==o (mod.%), 




nry~. o (mod.cp), 


m = o (mod.cp). 


Done, pour que la puissance m e du produit £yj se reduise a 1’unil 
il sera necessaire que m soit divisible a la fois par y ’ et par <p, ou, 
d’autres termes, que m soit un multiple de n ; et, commc m = n sera 
plus petite valeur positive de m pour laquelle cette condition sc 
remplie, nous devons conclure que le produil de deux racines pi 
mitives, propres a verifier les equations (3) et (4), sera une racii 
primitive de Tequation (i). 

Enfin, chaque racine primitive p de l’equation (i) ne pourra et 
formee que d’une seule mani6re par la multiplication de deux racin 
primitives propres a verifier les equations (3) et (4)- En effet, cone 
vons que 

In -n r 


designent encore deux Pacines primitives de ces equations. Si Ton 

(l-n)*=(l'r h )9, n?=Y]L 


on en conclura 
par consequent 


Y],\? 

«) =' ; 


et, comme on aura d’autre part 

■f)V. = = i, 




W 


i 


par consequent 
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il cst clair que lc rapport clevra etre une racine commune ties equa¬ 
tions ( 2 ) ct (3). Or, o, -p p tan t par hypothcse premiers entre eux, leur 
plus grand commun diyisenr co sera l’unite. Done la racine commune 
dont il s’agit sera la racine unique dc l’equation 


ct Ton aura 


— — 1, 


On trouvera dc meme Jj,= Done les produits 

nc pourront etre egaux entre eux que dans le cas oil Ton aura 

£,=£» 

En consequence, on peut enoncer la proposition suivante. 


Tiieoreme I. — Si le iiombre enlier n est leproduil de deuce fcicteurs z>, y 
premiers entre eux , on obliendra les diverses racines primitives de 
^equation 

x n ~ 1 , 

el on les obtiendra chacune dune seule manie're, en multipliant succes- 
sivement les diverses racines primitives de Vequation 

x?=i 

par chacune des racines primitives de Vequation 
x't- — 1 . 

Le theorfemc que nous venons d’enoncer entraine evidemment ceux 
qui suivent. 

Tiieou^me II. — Le nornbre entier n etant le produil de deux fac- 
teurs cp, p, premiers entre eux, designons par 


?> P/> P//» 
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puis nommons 

%>/p 

les diverses racines primitive 

x? 

on aura 

(5) (p~h py/H". • •) = 

Theoreme III. — Le non 
teurs <p, 'p premiers entre ei 


le nornbre des racines prirr 
trois equations 

x n = 

on aura 

( 6 ) 

Comme ces trois theo 
seulement au nombre n 9 eg 
ou meme aux facteurs de c 
il est clair qu’on pourra er 

Theoreme IV. — Si le 
facteurs 


premiers entre eux , on c 
Vequation 


(0 
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les disperses racines primitives des equations a 

(7) 1, x'l — 1, x^~i 

et formant tous les produits, qui ont chacun 
racines primitives de l*equation x 9 = t; 2 0 l’ 1 
Vequation x' L = 1; 3 ° tune des racinesprimiii 


Theor£me V. 
facleurs 


Le riombre entier n eta 


<P> X* ^ 


premiers entre eux, designons par 


P> P/> Pm 

les diverses racines primitives de tequation bi 

x n — 1, 

et soient respectivement 

/es diverses racines primitives des equations b 

X$=z 1, x't nz X ? 

/a somme des racines primitives de la premie 
des sommes separement formees avec les ra< 
des autres; en sorte quon aura 

(8) p 4- P,-H 4- £ y -+- + ''V 

p&r suite, si Von nomme § la somme des r 
tion (1), toil aura 

(9) £ = (£ 4- £// + ...) (Y) -f- *) y + ir) y/ H- . . . 

Theor£me VI. — Le nombre entier n etc 
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premiers entre eux, designons par 

N, X, W, ... 

le nombre des racines primitives successivement calcule pour cha 
equations 

X n -=. I, , X'/- = l y ..., 

on aura 

(ro) N = 

Soient maintenant 

v, v', v", . . . 

les facteurs premiers de n, dont Uun pourra se reduire a 2. Le / 
sera de la forme 

(il) n — z v a y rb y ,fc . . ., 

a, c, ... designant des exposants entiers, et, si Von veut deco* 
en facteurs premiers entre eux, on pourra prendre pour ces fd 
quantiles 

v a yjHC 

v y v , j , • • * f 

dont chacune est une puissance end ire d'un nombre premier. 

Cela pose, les theor&mes- que nous vcnons d’etablir fourr 
moyen d’obtenir facilement, dans tous les cas, la sorame 

des racines primitives de l’equation (i) et le nombre 

N 

de ces racines primitives. C’est ce que nous allons faire voir. 

Si d’abord on suppose le nombre n egal a 2, l’equation (1) 
a la forme 


X 2 =r I 
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offrira une seule racine primitive 
et par suite on aura 


p =— i; 
S=—I, N: 


Si n est un nombre premier impair, les racines primitives de 
l’equation 


seront les puissances entires de p correspondant a des exposants 
positifs, mais inferieurs a n, savoir 


On aura done 


p, p% p 3 , p n_1 . 


S — p -+- p 2 ■+■ • • * p 


i.-i- P"— p - T ~P. 


P — 1 P~ f 


on, cc qui revient au meme, 
et de plus 

Si n est une puissance de 2, les racines primitives de l’equation 


S — — I , 

N = /« —1. 


x 11 = i 


seront les puissances entires de p correspondant a des exposants 
impairs et inferieurs a n, savoir 


On aura done 


P> P 3 > P 6 > 


3 = p -+- p 3 -+-... -+• 

ou, ce qui revient au memo, 
et de plus 


P' t+ 1 ~P . 


p 2 —< 


S = o, 


N = -• 

2 


On peut encore observer que dans ce cas on a 


• I h 


P 4 =—p 2 = — p h ; 
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d’ou il resulte que les diverses racines primitives seront, de 
egales au signe pres, mais affectees de signes contraires. L( 
sera done nullc, comme on l’a trouve. 

Supposons a present que n soit une puissance d’un nomb 
impair v; en sorte qu’on ait 

n = v a . 

Alors, pour obtenir les racines primitives de l’equation 

X n — I , 

il faudra, entre toutes les racines representees par les ter 
suite 

i, p, p 2 , p' i_1 , 

choisir celles dans lesquelles l’exposant de p est premier i 
divisible par v, en laissant de cote celles oil l’cxposant es 
de v, savoir 

o 0 n V n 2V n n— v 

P? P> ? 7 • • • > P 7 

ou, ce qui revient au meme, en laissant de cote les racine 
mitives 



Or, ces dernieres, dont le nombre est n’etant autre ch( 
diverses racines de Pequation 


^ V ~l, 

leur somme to tale sera nulle, aussi bien quo la sommc dcs 
l’equation (i). Done la difference de ces deux sommes, ou i 
des racines primitives, s’evanouira elle-meme; et Ton ; 
part 


d’autre part 


$ = 0 , 
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ou, ee qui revient au memo, 

n .;} v‘ 

Kn resume, si n est, oil un nombre premier v, pair ou impair, ou 
uni' puissance v" cl’mi tel nombre, on trouvera toujours 

U-O 

ct I’on aura ilc pins 
(,;{) * >. 
ou 

(I 'l l * : o, 

stiivant qu’il s’agira <!»* ia premiere puissance ou d’une puissance 
superieure ii ia premiere; ee que Ton pourra demontrer dans tons ies 
cas ii 1‘aide des raisonnements donl nous avous fait usage, lorsque n 
etail line puissance d‘un noinlire premier impair. 

Passons mainteiiunt au cas oil, n etant un nomhre ([uelcoijque, sa 
valeur est don nee par la formule 111). Alors le nombre N des racines 
primitives de i’equation (I let la soilime a de c.es racines se deduiront 
immediatement des form u ies (to) el (lit), ou des form tiles (9), 
(i'J)et i'bt eil'et, pour decomposer u, dans ce cas, on faetears 

/.. 1 -. ••• 

premiers entre eux, il sulltra de prendre 

v r*. •/ v"\ \ v**'. 

Ola pose, 011 aura, dans ia Iormule (to). 
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et par suite cette formule donnera 

(15, (* = ^-(-i)(-7)(-7)- 

( = v“ -1 v'* - 'v" 6 ' -1 ... (v — i) (v'— i) (y" — i)..., 

ou, ce qui revient au meme, 

(,e ) N = 


De plus, on vertu de fa formule ( 9 ), la valeur de $, corresponds 
[’equation ( 1 ), sera le produit des valeurs de s, correspondant 
equations 

a? v *=i, x v ' c —i, . .., 

et dont chacune se reduira simplement a-iouao, suivant qi 
nombre a ou b ou c, ... sera egal ou superieur a l’unite. Par si 
si n est un nombre compose, pair ou impair, qui renferme deuj 
plusieurs facteurs egaux entre eux, on aura toujours 

(17) ' S=o. 

Mais, si n est un nombre premier, ou un nombre compose donl 
facteurs'premiers v, v', v", ... soient inegaux, en sorte qu’on ait 

(18) n = wV..., 
alors on trouvera 

(19) S=±r, 
savoir 

(20) S=—I, 

quand les facteurs premiers v, v\ v", ... seront en nombre impaii 

(21) 3 = i, 

quand ces facteurs premiers seront en nombre pair. 

Ainsi, en particular, la somme des racines primitives sera 
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pour chacune des equations 

X*=I, CB^—1, X J =l r X il =l, X n =Zl, 

zero pour chacune des equations 

x‘=i, x t =i, a: 9 — i, x lt =i, x le = i, x n —i, 

et -+-1 pour chacune des equations 

X e —1, X tv =l, X u —l, ■ X lt =l, X u =l, a: M =I, _ 

Soit maintenant 

f(p) 

une fonction entire d’uiie racine primitive p de l’equation (i). On 
pourra toujours, dans cette fonction, reduire l’exposant de chaque 
puissance de p, a un nombre entier plus'petit que n, et poser en con¬ 
sequence 

( 22) f(p) = a 0 + a t p a 2 p s -t-... + a„_i p n ~ i , 

a„, a,, a 2 , adesignant des coefficients-independants de p. 
Supposons d’ailleurs que, dans la fonction f(p), Ies differents termes 
se transforment les uns dans les autres, quand on y remplace la racine 
primitive p par une autre racine primitive p m . Alors f(p) sera ce qu’on 
peut nommer une fonction symeirique des racines primitives de l’equa- 
tion ( 1 ), ou, ce qui revient au meme, une fonction symetrique des 
puissances 

p k , p k , p', •••» 

h, k, l, ... etant les entiers inferieurs a n et premiers a n. Or, en ecri- 
vant succcssivement a la place de p chacune des racines primitives 

p A , p A , p', .... 

on reconnaitra que, dans f(p), ceux des termes de chacunexles suites 


P A * 

p k > 

p‘> ■ 


p*\ 

p lk , 

? u , ■ 

• • 9 

p sh , 

p 3k , 

p 3/ , . 
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qui sont distincts les uns des autres, doivent avoir les meme 
cients. Mais ces memes termes se reduisent toujours, ou aux i 
racines primitives de l’equatiorT(i), ou du moins aux diverses 
primitives d’une equation de la forme 

(23) ar“=i, 

a) etant un diviseur du nombre n, qui peut devenir egal a c 
nombre. Par consequent, dans une fonction symetrique des rac 
mi lives de V equation (i), les racines primitives de l’equation (28) 
toujours offrir les memes coefficients; et une telle fonction se 
toujours a une fonction lineaire des diverses valeurs que peut s 
la somme des racines primitives de 1 ’equation (23), quand 01 
successivement pour « chacun des diviseurs du nombre n, y < 
ce nombre lui-meme. Si, par exemple, n est un nombre p 
alors, les entiers 

/ 1 , kj /, . • •, 

inferieurs a n, et premiers a n, se reduisant aux divers termi 
progression arithmetique 

i, 2, 3 , ..., n — r, 


et les racines primitives 

p h , p k , p 1 , 


de l’equation (i)aux divers termes de la progression geometri 


on aura 
et 


p> p% p 3 , •••, p"~‘, 


aj — a 2 — . — 


( 2 4) ^ f (p) — a 0 +ai(p + p 2 -h...4-p- 1 ). 

Done alors une fonction symetrique des racines primitives de 
tion (1) sera en meme temps une fonction lineaire de la somm 


racines . 
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Comme nous l’avons deja remarque, si l’on designe par p une racine 
primitive de 1’equation (x), et par 

/ij ky l f ... 

les entiers inferieurs a n, mais premiers a n, les diverses racines pri¬ 
mitives de la meme equation pourront etre representees, non seule- 
ment par les termes de la suite 

p k , p*, p ! , ..., 

mais encore par les termes de la suite 

p mh , p mk , p m ', 

pourvu que m soit lui-meme premier a n. II est essentiel d’observer 
que, pour passer de la premiere suite a la seconde, il suffit de multi¬ 
plier par m les divers exposants 

hy ky ly • •., 

qui se transforment alors en ceux-ci 

mh, rnk, ml, .... 

Si Ton multiplie de nouveau ces derniers par m, une ou plusieurs 
fois, on obtiendra encore d’autres suites qui seront propres elles- 
memes a representer les diverses racines primitives, savoir : 

n m x h pintle 

P 9 P 9 P 9 • • • > 

r,m z h n m 3 Ic 

P 9 P 9 P 9 * * • J 

* * * • 9 • * * * 9 • • • • 

Concevons, maintenant, qu’avec les termes correspondants, par 
exemple, avcc les premiers termes de ces differentes suites on forme 
une suite nouvelle 

n h • n mfi n rn 3 h n m 3 /i 
P 9 P 9 P 9 P 9 

Cette nouvelle suite, dans laquelle les exposants de p forment une 
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progression geometrique 

h, mh, m % h, m 3 h, 

offrira autant de racines primitives distinctes qu’il y aura d’unii 
l’exposant t de la plus petite puissance de m propre a verifiei 
valence 

( 25 ) /»' = r (mod. n). 

En effet, la valeur de i etant choisie comme on vient de le di 
progression geometrique etant reduite aux seuls termes 

h , mh, m}h, m 1 * 1 h, 

la difference entre deux termes de cette progression ne ser; 
divisible par n ; et, en consequence, les deux puissances d< 
auront ces deux termes pour exposants, ne seront jamais egal 
dies. Done, alors les divers termes de la suite 

( 26 ) p A , p mh , p m ‘\ 

seront tous distincts les uns des autres. 

Si n est un nombre premier impair v, ou une puissance 
nombre, tous les entiers premiers a n verifieront l’equivaleno 

(27) ■**=!, 

la valeur de N etant donnee par la formule (12), ou 



Alors, si Ton prend pour m une racine primitive s de la formi 
on trouvera 

‘t = N, 

et la suite (26) deviendra 

(28) p A , p sh , p s ' h , p-'" ' h . 


Cette suite se reduira meme a 
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si I’on eomme mi pout le lain*, h - i. D’ailleurs, N etant pre<ii 

sement le nombre ties entiers 

ft, k, l . 

inlerieurs a n t*t premiers it n, ii <mi resulte quo ehaoune des suites (28) 
( roinjirendra toutcs les raeiues primitives do Pequation (i). 

Si n se redtiit it tin nombre premier, alors, la valtntr de. N titant 

N « — 1, 

les suites ( 28 ), (v,t>) <leviendront 

{ 3 <» 1 fA p*\ p' h . p ,m *\ 

Pin p. p\ p", .... p*’ \ 

et res deux suites, dans lesquelles les exjmsants de p eroissent. ei 
progression geometrique, oll'riront ehaeune, it Pordre pres, les memo 
tenues que la suite 

0 , p\ p*. p** 

dans laquelle les exjmsants tie p eroissent en progression arith 
metique. 


NOTE VII. 


St ft Mi* SOURISH JU.TKKSDKH lilts RAtUSKR I'KIRITIVKH tilts ^OtlATltmS B1NOMKR, 
Rr St R t.KS RtettUIOXS At. f HINDUS t»K tats RACINES. 

Sniont tonjours 5 one raeine jtrimitive tie Pliquation binome 

(•) 

et 

ft, 11 f, *.» 


M* 
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plement a l’unite. Les diverses racines primitives de Pequation 
pourront etre representees, soitpar les termes de la suite 

p h , p k , p 1 , ..., 

soit par les termes de la suite 

P m/i n mk r/nl 

9 P 9 P 9 • * * 9 

m etant un nombre quelconque premier a n. Or, on pourra gem 
lement, comme on le verra .ci-apres, partager les entiers 

4, L if < *. 

cn deux groupes 

h, A', A", ... et k, k', k", 

et par suite les racines primitives 

p\ p k , p‘, ... 

en deux groupes correspondants 

P /i rJi-" a f }c ^Ic 11 

9 p > P > • * • p » P» p 9 •••> 

de telle sorte qu’apres la substitution de p m a p, les deux -derni 
groupes se trouvent encore composes chacun des memes racines, 
transformes Tun dans 1 ’autre. Ainsi, par excmple, si Ton supp 
n = 5 , les quatre racines primitives de l’equation (i), ou 

X 5 = T , 

formeront les deux groupes 

p, p* et p J , p», 

qui deviendront respectivement, apr&s la substitution de p 2 a p, 

p 3 , p 3 et p k , p 
apr&s la substitution de p 3 a p, 
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cnfin, apres la substitution de p’ a p, 

p’’> p ct p 3 , p 2 . 

Or, il cst clair que, dans le premier ct dans le dernier cas, les deux 
groupes resteront composes chacun des memos racines, tandis que 
dans les deux cas precedents les racines du premier groupe se trans- 
formeront cn celles qui composaient le second, et reciproquement. 

Les racines primitives de l’equation (i) etant partagees en deux 
groupes, comme on vientde le dire, de telle sorte, qu’apres la substi¬ 
tution de p m a p, les deux groupes restent, pour certaines valeurs 
de m, composes chacun des memes racines, et se trouvent, pour 
d’autres valeurs de m, echanges entre eux; il est clair que le nombre 
des racines 

p'S p h \ p h \ ■ ■ ■ 

du premier groupe devra etre egal au nombre des racines 

P*, P 4 ’» P k "> ••• 

du second groupe. Done, si l’on represente par N, comme nous 1 ’avons 
fait dans la note precedente, le nombre total des racines primitives ou 
des entiers 

h , k , l, 

inferieurs a n, mais premiers a n, on verra le nombre des entiers 

h, h', h”, ..., 

ou dc racines comprises dans le premier groupe, et le nombre des 
entiers 

k, k>, k", 

ou des racines comprises dans le second groupe, se reduirc sepa- 
N 

rement a - ; ce qui suppose N pair. 

Celapose, concevons que Ton ajoute les unes aux autres les diverses 
racines primitives dc 1’equation (x), prises avec le signe h- ou avec le 
sign —. suivant au’ lies font Dartie de l’un ou de 1 ’autre groupe. On 
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obtiendra ainsi une somrae algebrique dans laquelle on pouri 
succeder a chaque terme precede du signe -+- un lerinc corresp 
precede du signe —. Cette somme algebrique pouvant etre con 
en consequence comme composee de termcs alternativement 
et negatifs,.nous la designerons sous 1c nom de somme alternee 
si 1’on pose 

(2) (0 = p h H- p A '-+- p /l "-h . .. — p' 1 '— p /r '— P L '"—. .., 

(0 sera une somme alternee dos racincs primitives de 1’equati 
Lorsque, dans une scmblable somme, on remplacera la racine 
tive p par une autre racine primitive p'“, les differcnts termcs si 
formcront, au signe pres, les uns dans les autrcs, et deux term 
se deduiront ainsi Tun de l’autre, sc trouveront toujoiirs affei 
memo signe pour certaines valeurs de m, mais affcctesde sigm 
trairespour d’autres valeurs d em; par consequent, la substitutio 
a p laissera invariable la valeur de la somme, on la fora seu 
changer de signe. Supposons, pour fixer les idees, que de 
groupes 

h, k’, h\ ... et k, k>. A", ..., 

le premier renferme l’exposant 1. Alors la substitution de 
n’alterera point la valeur de la somme alternee (0, si Ton a pris 
un des nombres 

h, h!, h", ..., 

et la fera seulement changer dc signe, si Ton a pris pour m 
nombres 

k, k>, A", .... 

Si, par exemple, on suppose n = 5 , la somme alternee 

(D p p 4 — p“ — p 5 

changera de signe, quand on y remplacera p par p- on par p s , m 
ne sera nullement alterec quand on v remplacera p par p*. 

ii t 1 m A»ilo n I /I atutaih riii a rl a o a 1 A Ann a i'i la a n f i f II f I Al 
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a p laisse invariable la somme alternec ®, les termes 

p l et p ml , 


par consequent les termes 

' p ml et p" lV , ..., 

doivent se trouver affectes dumeme signe dans cette somme, /pouvant 
designer ici Tun quelconque des nombres 

h, h', h", k, k', k", 

e’est-a-dire l’un quelconque des nombres premiers a n. Done, dans le 
cas dont il s’agit, le meme signe doit affecter tous les termes do la 
suite 


(3) p', p»‘i, p”‘ t/ , p'»""', 

t etant l’cxposant de la plus petite puissance de m propre a verifier 
1 ’equivalence 

( 4 ) . /n‘= i (mod. n). 

Mais, si la substitution de p™ a p fait varier le signe de la somme 
alternec ®, alors les termes 

p' et p"" 


devront v etre affectes de signes contraires, et Ton pourra en dire 
autant des termes 

o m ‘ et p" ,v , 


ou 


p " tV et p m ‘ ! , .... 


Done alors chacun des termes de la suite ( 3 ) sera, dans la somme 
alternee ®, precede du meme signe que p' ou d’un signe contraire, 
suivant que l’exposant de p contiendra eomme facteur une puissance 
paire ou une puissance impaire de m. Dans tous les cas. 
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2W- 

etant deux nombres premiers a n, 

p mV 

sera precede du meme signe que p*. Done, si Ton a pris 1 ’unite 
l’un des nombres 

h, h', //, ..., 

p"' 1 sera precede du signe -b, ainsi que p; et, par consequent, le gri 

h, h', h", .. . 

renfermera tous ceux des nombres 

h, k, i, ... 

qui sont equivalents a des carres 

m 2 , m' l y 

suivant le module n, e’est-a-dire tous les residus quadratiques rel 
a ce module. 

Supposons maintenant que n soit un nombre premier impair 
une puissance d’un tel nombre. Alors les entiers 

h, /i', l, ..., 

inferieurs a n et premiers a n, verifieront l’equivalence 

(5) #*=1 (mod. n), 

N 

les uns, dont le nombre sera -> etant residus quadratiques suiva 
module n, et racines de I’equivalonco 

K 

(6) a; 2 = i (mod./()> 

N 

les autres, dont le nombre sera encore—) etant non-residus qu< 
tiques, et racines de l’equivalence 

N 


(7) 


i • (mod./?.). 
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D’ailleurs, si, dans la somme alternee Q, le terme p est precede du 
signe 4-, on pourra en dire autant de toutes les puissances de p, qui 
offriront pour exposants des residus quadratiques; et, comme lc 

nombrc de ces puissances sera precisement —> les autres puissances, 

qui auront pour exposants des non-residus quadratiques, devront 
toutes etre affectees du signe —. Done alors . 

h, h', h", ... 

devra representer la suite des residus quadratiques, et 

k, k', k", ..., 

la suite des non-residus. D’ailleurs, si Ton prend pour m unc racine 
primitive s de l’equivalence ( 5 ), les diverses racines primitives de 
l’equation (i) pourront etre representees par les divers termes de la 
suite 

p, p-% p s ’, p** -1 , 

et, parmi les exposants de p dans cette suite, ccux qui representeront 
des residus quadratiques, relatifs au module n, seront les exposants 
carres 

I, s ! , s\ 

Done, si le terme p se trouve precede du signe -l- dans la somme 
alternee do, la valeur de cette somme, dans I’hypothese admise, nc 
pourra etre que la suivante : 

(8) <0 — p —p s -t-p s> — p f> — p sN “‘. 

II est au reste facile de s’assurer que, dans le eas oix« se reduit a un 
nombre premier impair ou a unc puissance d’un tel nombrc, le second 
membre do la formule (8) represente effectivement une somme 
alternee des racines primitives 

p, p*, p s \ p sN- ‘ 

de l’equation (i). Car, si, dans ce second membre, on remplace p 
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par p\ chaque terme se trouvera remplace par le suivant, p 
contraire, le dernier terme etant remplace par — p. Or, de 
observation, il resulte que le second membre de l’equation 
compose dcs memes termes, tous ccs termes etant pris ave< 
contraires a ceux dont ils etaient d’abord affectes, ou tou 
avec ces memos signes, si 1 ’on y remplace la racine prir 
l’une dcs racines primitives 

P*. P 4 % •••> P sS ~‘> 

ce qui revient a remplacer une ou plusieurs fois de suite p 
Dans le cas particular oil n se reduit a un nombre pren 

N = n — i, 

et la formule ( 8 ) donne simplement 

(9) ( ® = p — p 4 -+-p 43 — p 4 ‘ + -..— p-'"'% 
s etant une racine primitive de l’equivalence 

( 10 ) x n - 1 ~i (mod. n). 

Alors, aussi, en vertu de la formule (i 4 ) do la Note I, 0 

(1 r) (p - p s + f 4 ’- P' ?S H- • • • - p 4 "?)*= (-O^n, 

par consequent 

n — 1 

( 12 ) (£) 2 — (— n. 

Done, n etant un nombre premier impair, on aura 

(13) (d—±\fn, 

si ce nombre premier n cst de la forme i±cc -+-1, ct Ton I 
contraire, 

04) = — n, <&—±. H*, 

si n est de la forme 4- 3 . 


NOTE VII. 


247 


Si l’on suppose, par exemple, n = 3, on trouvera 

® = P- P '-, 

p, p 2 rcpresentant les deux racines primitives de I’equation 

X 3 — 1 = 0, 

ou, ce qui revicnt au meme, les deux racines de I’equation 

x- -+- x -+-1 = o. 

Or, ces deux racines etant 



il est clair qu’en supposant/i = 3, on trouvera 

© = 3 ’V =7 ' ou © = - 3 *^, 

suivant que Ton prendra pour p la premiere ou la seconde racine. 

Lorsque, n etant une puissance entiere d’un nombre premier im¬ 
pair v, on aura 

n = V*, 

et a > i, alors, d’apres ce qui a ete dit ci-dessus, deux monomes de la 
forme 

?'> f 

seront, dans la somme alternee ©, affectes du meme signe, si les 
nombrcs /, /', premiers a n, verifient la condition 

(mod.n), 

m 2 etant un carre premier a n, ou, ce qui revientau meme, si le rapport 

l' 

7’ 


etant ecruivalent suivant le module n a un carre, verifxe par suite la 
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formule 

N 

= i (mod. 2 ). 

Or, c’est evidemmentce qui arrivera, si l’on a 
(i 5 ) l' = l (mod.v). 

Car, en elevant plusieurs fois de suite a la puissance v le 
membres cle la formule (i5), on en tirera successivcment 

(mod.v 2 ), 

(mod.v 2 ),. 


par consequent, 


(mod. v“), 


l'V‘- 


(mod. v); 


puis, en elevant les deux membres de cette dcrniere formule a 1 
sance entiere —■-» et ayant egard aux equations 


v a — n, 

on trouvera definitivement 


N 
— > 
2 


1 


N 


(mod. n). 


Done, lorsque n represente le carre, lc cube, ou une puissan 
elevee d'un nombre premier impair v, le memo signe doit a 
dans la somme alternee cO, toutes les puissances de p dont les ex 
sont equivalents, suivant le module v, a un memo nombre /; p 
sequent, le meme signe doit affecter, dans la somme alternee 
les termes de la suite 

p', p'+», p'+W, ..., p/-+-n~v > 

Or, la somme de ces derniers termes, savoir, 

p' -+- p'-*- v p'+ 2 V pi J-EL , 



etant mille avec la difference i — p", il est clair que, dans le cas dont 
il s’agit, la sommc alternee iO sc composera de divcrses parties separe- 
ment egales a zero. Done, la smnme id s’evanouira elle-meme; et, 
lorsque n sera le carre, le cube ou une puissance plus elevee d’un 
nombre premier impair, on aura toujours 

(16) (0 = o. 

Si n se reduisaitau nombre 2 , l’equation binome 

CC~ = I 

n’offrirait qu’une seule racine primitive 

P=—1> 

avec laquelle on ne pourrait composer une somme alternee. C’est au 
rcste le scul cas oil la formation d’une somme alternee des racines 
primitives devienne impossible, et oil le nombre N cesse d’etre pair, 
en se reduisant a I’linite. 

Il n’en sera plus de raeme si Ton prend pour n une puissance de 2 . 

| 

Concevons qu’alors on reduise toujours 1’un des nombres 

h , h', h", ... 

a l’unite. Si, pour fixer les idees, on suppose n = 4, on trouvera 

h = 1 , k — 3, 
et 

( 17 ) c£) = p — p 3 

sera une somme alternee des racines primitives de l’equation 

X — I. 

Cette meme somme, egale a 

2 p =± 2 y/— 1, 


verifiera d’aillcurs la formule 
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Si l’on suppose n = 8, on pourra prendre 

: 7> 


ou bien 
ou bien 


h = 1 , 

h! — 3, 

k = 5, 

if 

h — 1 , 

h'—5, 

11 

00 

II 

3s 

> 

11 

h'= 1, 

A-= 3, 



et obtenir ainsi trois sommes alternees des racines primitives 
l’equation 


De ces trois sommes la premiere, savoir 

( 19 ) (£> = P H- P i — P 5 — P 7 

verifiera la formule 

( 20 ) <£>' 2 = — 8 ; 
la seconde, savoir 

( 21 ) (D = p -I- p 5 — p 3 — p 7 , 

se reduira simplement a 

( 22 ) (D = o; 

et la troisieme, savoir 

(23) CO = p -t- p 7 — p 3 — p 5 
verifiera la formule 

(24) ffl 2 =8. 

Enfin, si n est une puissance de 2 , superieure a la troisieme, al 
en posant 

( 25 ) e=i+-, 
x 2 


et choisissant le nombre entier d de maniere a verifier la formule 
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on trouvera 


v_ 

l 


n 
2 1 



2 


(mod. n). 


ou, ce qui revient au meme, 

Y = (mod. n), 

attenclu que, n etant divisible par 16, 



sera divisible par n. Done alors la valeur de l', determinee par l’equa- 
tion ( 25 ), sera equivalente, suivant le module n, a un produit de la 
forme 



m etant premier a n, e’est-a-dire, impair; et les termes 

» n 
v l ' Jr "5 

p. p = p 

seront generalement affectes de signes contraires dans une somme 
alternee CO des racincs primitives de l’equation (i). D’autre part, 
puisque, pour des valeurs paires de n, l’equation (i) se decompose en 
deux autres, savoir 

n 

(26) X 2 — I , 

n 

(27) 

etqu’une racine primitive p de l’equation (1) ne peut verifier l’equa- 
tion (26), on aura necessairement 

n 

p' J = — I et p 1 ' — — p'y 

ou, ce qui revient au meme, 

p'-t- p 1 ’— o. 

Done, si n est une puissance de 2 superieure a la troisieme, une 
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somme alterneo tD ties racincs primitives de Fequation (i) s 
posee de telle maniere, qae les lermes affectes du meme 
detruiront deux a deux, en fournissant ties sommcs partielle 
zero. Done alors, la somme tQ> sera nullc elle-memc, et Ton a 

(D “ o. 

En resume, si n est un nomlire premier ou une puissanci 
nombre, la somme alterneo (£> sera nulle, a moins que n no s 
a 4 ou a 8, ou a un nombre premier impair. 

D’ailleurs, lorsque (0 no sera pas nul, on aura toujours 

savoir 

(28) © 2 =n, 

si n est de la forme l\x -+- 1; 

( 29 ) (£>* = —n, 

si n est egal a 4. on de la forme l\x -1- 3 ; enfin, si n est egal a 

(30) (O i =n OU — n, 

suivant qu’on placera dans le meme groupe les deux nombr 
ou r et 7. 

Concevons maintenant que, n etant un nombre entier quo 
on pose 

(31) n — v a v' b v " c .. ., 

v, v', v", ... etant les facte 11 rs premiers de //, dont 1’un ] 
reduire a 2. Alors, comme on Fa vu dans la Note precedf 
racine primitive 

P 

de Fequation (1) sera le produit de racines primitives 

l, v, ?, 

propres a verifier respectivement les diverses equations 

(32) as' ia z=i, .... 
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Alors aussi on obtiendra les diverses valeurs de p et on Ies obtiendra 
chacune d’une scale maniere, si dans 1c second membre de la formule 

(33) P = 

on substitue successivement les divers svstemes do valeurs de 

l, ft, ?, ... 

combinees entre elles de toutes les manieres possibles. D’ailleurs, 
\ etant une des racines primitives de l’equation 

x' ,a — I , 

chacune des autres racines primitives de la merne equation sera de la 
forme 

S'. 

/ etant mi nombre entier premier a v. Pareillemenl, rj etant uneracine 
primitive de l’equation 

x vb = I , 

chacune des autres racines primitives de la meme equation sera de la 
forme 

r/', 

l' etant un nombre entier, premier a v', etc. Done, si Ton designe, 
comine ci-dessus, par 

£. f>, K, 

certaines racines primitives, propres a verifier respectivement les 
equations 

X^Z=l, X Y "=1, 

les diverses racines primitives de 1’equation (i) se trouveront repre¬ 
sentees par des produits de la forme 

/ etant premier a v, C a v', l" a v", .... Cela pose, considerons une 
somme alternee (0 des racines primitives de l’equation (i). Comme les 
differents termesde la somme© se reduiront ade semb tables produits, 


254 


M:EMOIRE SUR LA TH130RIE DES NOMBRE 


pris, les uns avec le signe -+-, les autres avec le signe —, c 
sera evidemment une fonction entiere de chacune des rac 
tives 

l, -n, Z, .... 

On arriverait, au reste, a la meme conclusion, en partan 
mule (33). En effet, la valeur de p, que determine cette for 
une racine primitive de I’equation (i), la somme alternee 05 
sairemcnt une fonction entiere de p, et par suite une fonc 
de de yj, de (, — Or, concevons que, dans cette fonctio 
a la place de une autre racine primitive de la premier 
tions (32). La somme alternee ® devra roster composee 
termes, tous etant pris avec les signes qui les affectaient 
tous etant pris avec des signes contraires. Done, chaque 
tielle de termes qui ne diflereront les uns des autres que j. 
de E, et par suite la somme c© elle-memc, seront proportio 
somme de toutes les valeurs de £, ou a une somme alte: 
valeurs. On prouvera pareillement que <© est proportionnel 
des valeurs de rj, ou a une somme alternee de ces valeurs, 
des valeurs de £, ou a une somme alternee de ces valeurs, - 
somme alternee ® renfermera, comme facteur, ou la sor 
somme alternee des racines primitives de chacune des equ: 
et sera proportionnelle au produit de divers facteurs de c 
correspondant a ces diverses equations. D’ailleurs, si l’oi 
le produit dont il est ici question, le developpement offrii 
pres, chacun des termes quo renferme la somme alternei 
termes devront encore etre afFectes du meme signe ou de 
traires dans le produit, suivant qu’ils seront afFectes du 
ou de signes contraires dans la somme <©. Done la somm 
sera egale au produit obtenu, comme on vient de le dire, 
duit pris en signe contraire. 

Reciproquement, si 1’on forme un produit dont les divf 
correspondant aux diverses equations ( 32 ), representen 
somme des racines primitives de l’une de ces equations, ou 
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alternee de ces racines, il est clair que ce produit developpe sera com¬ 
pose de termes egaux, au signe pres, aux diverses racines primitives 
de I’equation (i), et pourra etre considere comme une fonction entiere, 
non seulemcnt d’une racine primitive p de l’equation (i), mais encore 
de certaines racines primitives 

l, n, C, •••, 

propres a verifier respectivement les equations (32). D’ailleurs, dans 
ce produit, on verra evidemment reparaitre les memes termes, tous 
pris avec des signes contraires a ceux dont ils etaient d’abord affectes, 
ou tous pris avec les memes signes, quand on y remplacera la racine \ 
par une autre racine primitive de l’equation 

x'* a — I, 

ou la racine primitive v] par une autre racine primitive de l’equation 

a? v '‘=x, 

par consequent aussi quand on effectuera simultanement plusieurs 
remplacements de ce genre, ce qui revient a remplacer la racine pri¬ 
mitive 

P = £vZ •• 

de I’equation (i) par une autre racine primitive de la meme equation. 
Done le produit, forme comme nous l’avons dit, ne pourra etre qu’une 
fonction alternee des racines primitives de l’equation (i), dans le 
•cas oil il ne se reduirait pas a une fonction symetrique de ces racines. 

II est bon d’observer que la somme des racines primitives de 
1’equation 

r, 

etant egale a — i, a pour carre 1’unite, ct que la somme alternee de ces 
racines primitives, quand elle ne s’evanouit pas, offre pour carre ± v a . 
Une pareille observation pouvant etre appliquee a chacune des equa¬ 
tions ( 32 ), le produit de plusieurs facteurs, dont chacun sera, ou la 
somme, ou une somme alternee des racines primitives de I’une de ces 
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equations, devra toujours, quand il ne s’evariouira pas, offr 
qui soit egal, abstraction faite du signe, au produit des non 

v'*, v"S ..., 

ou de plusieurs d’entre eux, par consequent a n, ou a un dh 
D’ailleurs, comine nous l’avons prouve, le premier de ces 
duits peut representor une somme alternee quelconque ® < 
primitives de 1’equation (i). Done, si une semblable somm 
nouit pas, elle offrira pour carre ± n, ou un diviseur dc ± 
Observons encore qu’on aura toujours, ou 

(34) CD = o, 

OU 

(35) © 2 = ±:/i, 

si chacun des facteurs du produit qui represente ffl est i 
alternee. Au contraire, si l’un de ces facteurs est la somme 
primitives de 1’une des equations (32), cQ 2 , en cessant d’eti 
generalement'de la forme 

(36) . (D 2 =drto, 

co etant un diviseur de n. Alors aussi, cD, considere comr 
des racines primitives des equations (32), sera, pour une o 
sieurs des equations dont il s’agit, fonction symetrique de 
Pour qu’on trouve en particulier 

CD 2 = ± n, 

il sera necessaire que, dans le produit propre a representer 
facteur se reduise a une somme alternee differente de ze 
qui arrivera lorsque, dans le nombre compose n, les facteu 
impairs seront inegaux, le facteur pair, s’il existe, etant j 
4 ou 8. 

Soit maintenant 

f(p) 
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une fonction entiere de la racine primitive p de l’equation (i). On 
pourra, dans cette fonction, reduire l’exposant de chaque puissance 
de p a un nombre entier plus petit que n, et poser en consequence 

( 37 ) f(p) = a 0 -t-a 1 p-i-a 2 p 2 -H...-+- a^p"- 1 , 

a„, a,, a 2 , ..a B _, designant des coefficients independants de p. Sup- 
posons d’ailleurs que, dans le cas oil l’on remplace la racine primitive p 
de l’equation ( 1 ) par une autre racine primitive p” 1 de la meme equa¬ 
tion, les differents termes contenus dans f(p') se transforment, au signe 
pres, les uns dans les autres, et que deux termes, qui se deduisent 
ainsi l’un de l’autre, se trouvent toujours affectes du meme signe pour 
certaines valeurs 

A, A', A", ... 

du nombre m, mais affectes de signes contraires pour d’autres valeurs 

k, k 1 , k", ... 

du meme nombre; en sorte que, sous ce point de vue, les entiers 

A, A, i,. • • •, 

inferieurs anet premiers a n, se partagent en deux groupes 

A, A', A", ... el k, k', k”, .... 

Alors, dans f(p), les coefficients a 0 s’evanouiront necessairement, 
et f(p) sera une fonction lineaire de chacune des sommes algebriques 

p A + p /l ' -+- p h “ -4-. . . — p* — p*’ — p k " —. . ., 
p2/i-|_ p s/t '-f- p5A"_|_. . .— p2*— p2A-'— pile ’— . . 

p3/A _J_ p3 h" . — p 3 ^ — p 3 ^'—- p 8 ^"- . . , 


chacune d’elles etant censee ne renfermer que des termes distincts les 
uns des autres. Sous cette condition, les sommes algebriques dont il 
s’agit se reduiront toujours, ou, comme la premiere, a une somme 
alternee des racines primitives de l’equation ( 1 ), ou du moins a des 
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sommes alternees des racines primitives d’equations de la f( 
(3 9 ) 

les exposants ou les valeurs de w etant des diviseurs de n. 
dans la fonction f(p), aussi bicn quedans chaque somme al 
termes precedes du signe -+• seront evidemment en meme n 
les termes precedes du signe — ; ct, si a un terme que ] 
signe -+- on fait succeder un terme correspondant que ] 
signe —, on pourra obtenir, pour representer la fonction, 
de termes alternativement positifs et negatifs. Pour cette ra 
designerons sous le nom de fonction alternee la fonction f( 
comme il a ete dit ci-dessus. II est clair qu’une semblabf 
pourra seulement acquerir deux formes distinctes, et dei 
egales au signe pres, mais affectecs de signes contraires, 
remplace une racine primitive p de l’equation (i) par une ai 
primitive p m de la meme equation. Ajoutons qu’en vertu de 
etablies par la formule (33) entre les racines primitives 
tion(i) et celles des equations (3a), toute function alternee c 
primitives de l’equation (i) sera en memo temps, ou urn 
alternee, ou une fonction symefrique des racines primitives (1 
des equations (3a). II sera maintenant facile de trouver h 
plus*simple a laquelle se reduise. pour line valour donnee 
fonction alternee f(p) des racines primitives de 1 ’equation (r 
lorsque n representera un nombre premier ou une puissam 
nombre. Entrons a ce sujet dans quelqucs details. 

Supposons d’abord que le nombre n se reduise ii un no 
mier impair v, ou a une puissance de ce nombre premier 
qu’on ait 

n zz v a , 

l’exposant a pouvant se reduire ii 1’unite. Les divers div 
nombre n, y compris ce nombre lui-meme, ou les diversi 
que pourra prendre 1 ’exposant co dans la formule (3 9 ), sero 
tivement 
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et les somrnes altcrnees des racines primitives dc Pequation (38 'j, qui 
correspondront a ces divcrses valeurs de co, seront toutes nulios, a 
l’exception d’une senle, quo nous designerons par A, et a laquelle la 
fonction f(p) deviendra proportionnelle; en sorte qu’on aura 

(4°) f(p) = aA, 

a etant independant de p. La somme A dont il s’agit sera d’aUleurs la 
somme alternee des racines primitives de Pequation 

a-' 1 — i, 

qu’on obtient en posant., dans l’equation (3q), a> = v. 

Supposons en second lieu que le nombre n sc reduise a une puis¬ 
sance 

2 « 

du nombre - 2 . Alors, pour qu’on puisse former avec les racines de 
l’equation (x) une fonction alternee, il sera necessaire que cette equa¬ 
tion offre plus d’une racine primitive et qu’on ait en consequence 

a> i. 

Cela pose, n pourra etre l’un quelconque des termes de la progression 
geometrique 

4 , 8 , 16 , 

et, les valeurs de u>, dans Pequation (3<)), d’evant aussi se reduire a 
des termes de cette progression, la somme des racines primitives de 
Pequation (3 9 ) ne pourra cesser de s’evanouir que lorsqu’on prendra 

O) — 4 011 M = 8. 

Done alors une fonc.tion alternee f\ p) des racines primitives de l’equa- 
tion ( 1 ) renfermera tout au plus deux termes qui ne s’evanouiront 
pas, ces deux termes etant proportionnels', le pi’emier a une fonction 
alternee des racines primitives de Pequation 

(41) * 

le second a une fonction alternee des racines primitives de Pequation 

( 42 ) X s =l. 
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Or, evidemment de ces deux termes le premier subsistera set 
a «= 4 > et alors la fonction alternee f(p) sera encore de 
indiguee par I’equation ( 4 °)- la valeur de A etant 

A = p — p 3 = r±r 2 y/ — i. 

Si n devient egal a 8 , on aura trois cas a considered suivai 
second ferme deviendra proportionnel a l’une ou a l’autre 
sorames alternees 

(43) 4p -+- p 3 — p 5 — p 1 , P + P 5 —p 3 — p^—o, p-t-p 7 —p 3 — 

Or, quand on fait successivcment co'incider avec chacune de 
sommes la premiere des expressions ( 38 ), savoir 

p A -+- p' 1 ' 4-... — p k — p*'—..., 

on trouve que les valeurs correspondantes de la scconde expr 

P* A + ...—P** — 

reduite a ne contenir que des puissances de p non equivalen 
elles, deviennent respectivement 

(44) o, p 2 — p 6 = ± 2 \/— *, o. 

Done, n etant egal a 8 , le second des termes dont nous av< 
disparait lorsque le premier subsiste, et reciproquement; en s 
dans ce cas encore, la fonction f(p) est de la forme indii 
1 ’equation ( 4 o), A designant une somme alternee des racin< 
tives ou de I’equation ( 4 i) ou de I’equation (42). 

Au reste, ces conclusions doivent etre etendues au cas me 
etant une puissance de 2, deviendrait superieur a 8, puisqi 
fonction f(p), dans laquelle tous les termes disparaitraient, t 
tion des deux termes ci-dessus mentionnes, pourrait encore 
sideree comme une fonction alternee des racines primitives d 
tion (42). * 

Revenons a des valeurs quelconques de n, et posons de nou 
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v, v', v", ... designant les facteurs premiers de n, dont l’un pourra se 
reduire a 2 . Comme nous l’avons deja dit, une fonction alternee f(p) 
des racines primitives de [’equation ( 1 ) sera en meme temps ou une 
fonction symetriquc, ou une fonction alternee des racines primitives 
de chacune des equations (32). Occupons-nousd’ailleursspecialement 
du cas oil f(p), considere comme fonction des racines primitives de 
1’une quelconque des equations (32), est toujours une fonction 
alternee, jamais une fonction symetrique de ces racines; ce qui sup¬ 
pose n impair ou divisible plusidurs fois par le facteur 2 . Dans ce cas 
special, d’apres ce qu’on a vu tout a l’heure, ou la fonction f(p) 
s’evanouira, ou elle deviendra simultanement proportionnclle a divers 
facteurs 

A, A', A", ..., 

qui representeront des sommes alternees, respectivement formees 
avec les racines primitives des equations 

(45) „r v ~ 1 , x v '=i, a: v "=i, 

si les facteurs premiers 

v, v', v', ... 

sont tous des nombres impairs. Done alors f(p) sera proportionnel ar 
produit 

A A' A" ..., 

qui representera une somme alternee des racines primitives de l’equa- 
tion 

(46) 

OU 

(47) x^—l, 

la valeur de co etant 

( 48 ) w = vv'v"..., 

et Ton aura en consequence 

(49) • f(P) = aAA'A"..., 
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a designant dans f(p) le coefficient d’une racine primitive de l’equ: 
tion ( 46 ). Si, parmi les facteurs 

y, y', y", . 

1 c, premier v se reduisait a 2 , on devrait remplacer la premiere d 
equations (45) par l’equation ( 4 x) ou ( 42 ); et par suite on devrai 
dans la formule ( 49 ), prendre pour A une somme alternee des racin 
primitives de l’une des equations 

(00) Jc’" — I, ;C 8 = I. 

Alors le produit 

AA'A"... 


serait une somme alternee des raeines primitives de l’equation ( 4 - 
la valour de oj etant donnee non plus par la formule ( 48 ), mais p 
I’une des deux suivantes : 

(5i) w = /jyV.. ., m — 8y' v".... 

D’ailleurs, en supposant // impair avec cliacun des facteurs 

y, y', y", 

on trouvera 

(5a) A^t-i^y, A' 2 = (- .)~/, A" 2 == (— 


et, par suite, 

v -1 1 v’ 

(53) A 1 A'*A"*-...= (— 1 ) 2 + 2 


ou, ce qui revientau memo, 

o> 1 

(5^) A 4 A' 2 A«...r=(-i) 2 w=±a>, 


% 


la valour de o> etant donnee par la formule (i 8 ). Si au contraire 
suppose v = 2 , n etant. divisible par l\ ou par 8 , la premiere des I 
mules (Jyz) se trouvera remplacee par I’line des equations 

(55) A 2 4, A-=z± 8, 


•et la formule (53) par 1’une des equations 
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par consequent on aura encore 

(07) . A 2 A' 2 A" 2 .. , = ± co, 

la valeur de go etant donnee, non plus par la formule ( 48 ), mais par 
I’une des formules (5i). Dans 1’une et l’autre hypotheses, on tirera de 
la formule (4 q) 

(58) C f( p )] 2 = — coa 2 . 

L’equation (58) se reduira simplement a 

(09) [f(p)] 2 r=±/ia 2 , 

si 1 ’on a 

( 60 ) co = n. 

Or, pour que le nombre co, determine par la formule (48), ou par l’une 
des formules (5i), devienne precisementegal kn, il est necessaire que 
les facteurs premiers et impairs de n soient inegaux, le facteur pair, 
s’il cxiste, etant 4 ou 8 . 

L’equation (5 q) se reduira on particulier a 

( 61 ) [f( P )P=/ia 2 , 

si, les facteurs premiers et impairs du nombre n etant inegaux, ce 
nombre est de I’une des formes 

4 # -h 1 , 4 (4 2:2 -+- 3), 

ou bicn encore de l’une des formes 

8(4-*-' "H 0> 8(4a? +-3), 

» 

pourvu toutefois que, dans ce dernier cas, on place dans le meme 
groupe ceux des entiers 

‘ h. k, l, ... 

infericurs a n, mais premiers a n, qui, divises par 8 , donnent pour 
restes 1 et 7 , quand | est de la forme 4 «-i~i, et ceux qui, divises 
par 8 , donnent pour restes 1 et 3, quand ^ est de la forme (\x + 3. 
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Enfin l’equation ( 5 g) se trouvera recluite a 

(62) [f(p)]* = -»a*, 

si, les facteurs premiers et impairs du nombre n etant 
nombre est de 1’une des formes 

4#-t-3, 4(4^7-4-1), 

ou bien encore de I’une des formes 

8(4-a? -+- 1 ), 8(4^*? —3), 

pourvu toutefois que, dans ce dernier cas, on place da 
groupe ceux des en tiers 

« /i, fCf ly ... 

inferieurs a n, mais premiers a n, qui, divises par 8, d 
restes 1 et 3 , quand ^ est dela forme l\x ■+- 1, et ceux qui cl 

restes 1 et 7, quand ^ est de la forme L\x -t- 3 . 

Nous observerons en finissant quc, dans le cas oil Ton 
oil la formule ( 58 ) se reduit a la lormule (59), le produit 

AA'A"..., 

renferme dans le second membre dc la formule (49), se 
somme alternee cfi des racines primitives de l’equation (x 
la formule (49) pourra s’ecrirc coinme il suit : 

(63) f(p) = a<0. 

Or, en elevant au carre chaque membre de ccttc dernier 
ayant egard a l'equation ( 35 ), on rctrouvera, comme < 
attendre, l’equation ( 5 q). 
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NOTE VIII. 


PROPRIETIES DBS NOMBRES QUI, DANS UNE SOMME ALTERNEE DES RACINES PRIMITIVES 

d’une Equation binome, servent d’exposants aux diverses puissances de l’une 

DE CES RACINES. 

Soient, comme dans la Note precedente : 

nun nombre entier quelconque; 

h, k, l, ... les entiers inferieurs a n, et premiers a n; 

N le nombre des entiers h, k, l, ...; 
p une racine primitive de l’equation 

(1) X n — -i, 

et 

( 2 ) (0 = p A + p h ’ +... — p A — p k '— p k "—... 

une somme alternee des racines primitives de cette equation, les 
entiers 

h, k, l, ... 

etant partages en deux groupes 

h, h!, h", ... et k, k', k", 

de telle maniere qu’un changement opere dans la valeur de la racine 
primitive p puisse produire un changement de signe dans la somme (D, 
sans avoir jamais d’au tre effet sur cette meme somme. Enfin, supposons, 
pour plus de commodite, que le nombre 1 fasse partie du groupe 

h, h', h", .... 

Si le nombre n est premier, il sera en meme temps impair, et Ton aura 

N = /i — 1 . 

Alors aussi, d’apres ce qui a ete dit dans la Note precedente, les 
nombres 

h, h>, h", ... 
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seront residus quadratiques suivant 1c module n, et racines 
tion 

n — 1 

(3) x 2 = i (mod. n), 

en sorte que chacun d’eux verifiera la condition 

«» [£]=■• 

Au contraire les nombres 

k, k\ k\ ... 

seront non-residus quadratiques suivant le module n, et 
I’equivalence 

n — 1 

(5) x 2 =—i (mod. n), 

en sorte que chacun d*eux verifiera la condition 



D’ailleurs, pour chacune dcs equations 

n— 1 n --1 

x 2 = i, a; 2 — — i, 

la somme des racines se reduira toujours a zero, lorsque ^ 
nombre entier superieur al’unite; et, par consequent, pot 
des formules ( 3 ), ( 5 ), la somme des racines sera cquivalei 
suivant Ie module n, Iorsqu’on aura 

n — i „ 

->i, n> 3. 

2 

Done, n etant un nombre premier superieur a 3 , on aura toi 
(^) h H *4~ h" —... =: k — t— k f H— k !r .. • hh o. 

La formule (7) comprend evideinment un theoreme ( 
enoncer comme il suit: 

Theoreme I. — n etant un nombre premier superieur a 3 , si 
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entiers inferieurs a n, mais premier's an, on distingue les residusquadra- 
tiques 

h , h!, h\ ... 
el les non-residus quadratiques 

k, k l , k\ ..., 

la somme h h- h! h- h" H- ... des residus et la somme k -+- k f + k" H- ... 
des non-residus seront Vune et Vautre dwisibles par n. 

Ainsi, en particular, on trouyera, pour n = 5 , 

h = i, h f =zt u h -t- Ji r = 5 == o (mod. 5). 

k — 2 , k'=: 3, k -h k'—S~o (mod. 5), 

pour n= 7, 

h = 3, h'~ 2 , ^=4, A h- A h- A" — 7=0 (mod. 7 ), 

* = i, A' = 5, A* = 6 , Ah- k-+-k"=it { =o (mod. 7 ), 

etc. Mais, si l’on prend 

n = 3, 

on aura 

h — 1 , k = 2 , 

et la condition (7), qui cessera d’etre verifiee, se trouyera remplacee 
par la suivante : 

h =—A = i (mod. 3). 

On pourrait demontrer encore le premier theoreme commeilsuit. 
n etant un nombre premier impair, nommons s une racine primitive 
do (’equivalence 

= 1 (mod. n). 

Les entiers inferieurs an, mais premiers a n, seront equivalents aux 
diverses puissances de * d’un degre plus petit que n— 1, savoir, les 
residus quadratiques aux. puissances paires 

I , S • • • > & > 

et les non-residus aux puissances impaires 
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On trouvera, par suite, 

— 1_ j 

A + A , + A ;/ -f-... = ^ + s 2 + ^ + ...+ s IL ~ z == —-- == o (rr 

s* — i v 

y n —1 j 

A-l-A / +F + ...= < ?-h^4-^ + ... + s ,l -~== -—^-- o (rr 

s 2 — i v 


excepte dans le cas oil, n etant egal a 3 , on aurait non seulen 

s® -1 = i (mod. n), 

mais encore n — i = 2, et par consequent 

,r 2 == 1 (mod. n ). 

Supposons maintenant que n devienne unc puissance d’ui 
premier impair v, en sorte qu’on ait 

n = v a . 

Alors on trouvera 

*N = v“- 1 (v— i) = n^i— ~y 

Alors aussi 

h, h', h", . . . 

seront residus quadratiques suivant le module n, et racines c 
valence 

N 

( 8 ) ' x 1 == 1 (mod. «), 

tandis que 

k, k', k", ... 

seront non-residus suivant le module n, et racines de l’equiva 

« 

( 9 ) — i (mod. n). 

Done, si, en nommant l un nombre entier premier a n, on dei 

" r 

n 

le reste +iou-i, qu’on obtient en divisant par n la puissa 

N 
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chacun des nombres h, ti, h", ... verifiera encore la condition (4), e 
chacun des nombres k, k', k", ... la condition (6). D’autre part 
chacun des groupes 

h, h', h", .... 

k, k>, k", ... 

pouvant etre decompose (p. 248-249) en plusieurs suites de termes 
de la forme 

l, l-hiv, .... I + n — v, 

et la somme de ces derniers termes etant egale a 



par consequent divisible par v a ' ' = -^ 5 il est clair que, dans l’hypo 
these admise, la formule (7) pourra etre remplacee par la suivante : 

(10) /i + A' + A' + ...= i + l'+t'+...= o ^mod. v a ~ 1 = 

Ainsi, en particulier, on trouvera pour n = 9 = 3 2 , 

h=zj, h f =i 4, h ,f — 7 , h h r h f/ =12 == o (mod. 3), 
J 1 — 2 , k r — 5, k n — 8 , k-hk r -+-k ,r = i5=o (mod. 3). 

La formule (it) renferme un theoreme qu’on peut enoncer commi 
il suit: 

Theoreme II. — v etant un nombre premier impair, et n = v a unepuis 
sance de v dont le deg re surpasse l’unite, si par mi les entiers infer ieur . 
a n, mais premiers a n, on distingue les residus quadratiques 

h , Ji', h ,r , . .. 

et les non-residus 

k, k\ k\ 


la somme h -h h' -h h” + ... des residus et la somme k 4- K -f- k" -f- . . 
des non-residus seront, l f une et Vautre, divisibles par v a ~~ { ou, ce qu 

A n 

revient au meme, par - • 
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Au reste, on pourrait encore etablir le theoreme II de la 
suivante: 

Si, en supposant 

n — v a et N — (v— i), 

on nomme s une racine primitive de Vequivalence 

aF— i (mod. n), 

on trouvera, par des raisonnements semhlables a ceux donl n 
precedemment fait usage, 

sS __ , 

h h ! h n h—... == i -l- s~ H- s ,¥ -1 -... h- ^ 2 ^ — - - (mod 

s 1 — i v 

.s N — i 

k k 1 -+- k ,! -4-... ss s h~ s 3 .. -t- s s ~ 2 === s —- (mod 

S' — i 

et, par suite, 

(s 2 — i) (h + A'-f- ...) = s N —i == o (mod.^), 

(s 2 — i) (k -b /c'-t- k f/ -r -...) s== t ?(s N — i) == o (mod. n). 

Done chacun des produits 

(s 2 — i) (h -t- h' h! ! -h. . .), ( s 2 — i) (k -b k l 4- k n -h. .. 

sera divisible par n = v"; et, dans chacun d’eux, le second f 
A-+• A'-+-///'+. . . ou + 

sera necessairement divisible par v a ~ l , si le premier facter 

s 2 — 1 

ne peut etre qu’une seule fois divisible par v. Or, c’estpreci 
qui arrivera. Car, si le facteur s 2 — i etait seulemcnt divisi' 
on en conclurait 

s v ~ 1 eee i (mod. v 2 ), 

et, par suite (voir la note placee au bas de la page 8r), 

5 v(v-i) == t (mod. v*), 

== , (mod. v ; ), 

. .j 

S V—»(V-D = , (mod. v a ). 
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Done s verifierait la formule 

sV-’iv-Ushj (mod. v“), 

ou, ce qui revient au meme, la formule 

Si 

s i s= i (mod. n), 

et ne pourrait representer, corarae nous le supposons, une racine pri¬ 
mitive de l’equivalence 

.# N s3 i (mod. n). 

Lorsquc v est de la forme l\x -+- x, et n de la forme v a , l’exposant a 
etant superieur a l’unite, alors 


2 2 

est, ainsi que ~~~> un nombrepair; done, par suite, la quantite — i 
verifie l’equation 

N 

X i =1 

et represente un residu quadratique suivant le module n. D’ailleurs, 
/ et m etant premiers a n, les deux nombres 

l, ml 

sont toujours en meme temps ou residus ou non-residus. Done, dans 
le cas que nous considerons ici, 

l et — l oil n — l 

seront en meme temps residus ou non-residus, et la somme des residus 

h, A', h", ... 

se composera, ainsi que la somme des non-residus, de termes qui, 
ajoutes deux a deux, donnerontdes sommes partielles egales a n. En 
consequence, on peutenoncer la proposition suivante : 
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TheorEme III. — v etant un nombre premier de la forme L\x + i, 

n = v a 

une puissance de v, dont le degre a surpasse Vunite, si, parmi les en 
inferieurs a n , mais premiers an, on distingue les residus quadrati 

Ji, h', Ji\ ... 

et les non-residus 

k , //, . 

la somme h 4- A'4~ A" 4 -... des residus et la somrne k-hk f -+-k"- 
des non-residus seront, l*une et l’autre, divisibles par n . 

Ainsi, en particular, on trouvera, pour n = 25 = 5 2 , 

A -+- h 4~ h ’ 1 4~. . . r -f- 4 4 - G 4 ~ 9 4 - 11 4 - 1 4 4 - i 0 -f-19 4 - 2 £ 4- 2 4 

== 1 4- 4 4 - 6 4 - 9 4 - 1 r — 11— 9— 6— 4 — issc 
(mod. 25 ), 

£ 4_ /4 4_ // 4-... ~ 2 4- 3 4- 7 4- 8 4- 12 4 - 1 3 4- 17 4- 18 4- 22 4- 23 

==24-34-74-84-12 — 12-— 8— 7— 3— 2== < 
(mod. 26). 

Aux theoremes I, II, III on pent evidemment joindre le suivant 

Tn^ORfeME IV. — n representant un nombre entier superieur a 
somme des entiers inferieurs a n, mais premiers a n, sera divisible pi 
de sorte quen designant ces entiers par 

A, k, l, ... 

on aura 

(11) “A 4~ k 4~ l 4"... ^ 0 ( mod. n ). 

Effectivement, les entiers inferieurs a n et premiers a n, etant 
a deux de la forme 

L, n — l, 

fourniront des sorames partiellcs toutes egales a n. On doit seule 
excepter le cas oil les nornbres 


NOTE VIII. 


273 


pourraient devenir egaux, en restant premiers a n. Or, I’equation 


donne 


lz=n — t 




I 



etpour que '-n soit entier, mais premier a n, il faut qu’on ait n = 2. 

Avant d’aller plus loin, nous presenterons une observation impor- 
tante. La somme alternee © etant determine?. par la formule (2), et le 
groupe des cxposants 

h, h', h\ ... 


etant suppose, dans cette somme, renfermer 1’exposant 1, entin, le 
nombre/ etant inferieur, ou meme superieur a n, mais premier a n; 
si, dans la somme alternee on remplace p parp', alors, suivant que l 
sera equivalent a l’un des nombres 

h, h', h", ... 

ou a 1’un des nombres 

k, k', k", ..., 


cette meme somme se trouvera multipliee par + 1 ou par — 1, c’est- 
a-dire que les terines precedes du signe -l- s’y trouveront echanges ou 
non co'ntre les termes precedes du signe —, cette ospece de multipli¬ 
cation ou d’echange ayant lieu dans le cas meme ou n renfermerait des 
facteurs egaux, et ou, par suite, cn vertu des proprietes de la racine p, 
la somme alternee © s’evanouirait. D’ailleurs, si n est un nombre pre¬ 
mier ou une puissance d’un tel nombre, on aura, dans le premier cas, 


dans le second cas 



Done, alors, changer, dans la somme alternee ®, p en p' revient a mul¬ 
tiplier cette somme, ou plutot ses divers termes, par f-1- 
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Concevons a present que n represente un nombre impair 
conque. II sera le produit de facteurs premiers impairs 

v, v', v", ... 

eleves a diverses puissances; et, si 1’on designe les exposants < 
puissances par 

a, b, c, . 

on aura 

(12) rt=V a V ,6 ’/ c , ..., 

(13) N = v*-V 4 -V c -‘. ..(v — x) (v'—i) ( v r/ — 1 ). .^. 



Soient d’ailleurs 

v, ?, ••• 

des racines primitives qui appartiennent rcspectivement aux die 
equations 

(14) x v ‘=t, a? v "’=i, x^—i, 

On pourra prendre 

(1 5 ) p = $nt.... 

Soient, de plus, 

A A' A" 

des sommes alternees, respectivement formees avec les racinei 
mitives de la premiere, ou do la seconde, ou de la troisiemc, etc 
equations (i4)» et de maniere quo la racinc 

£ OU Y) ou C, . . . 

represente l’undes termcs affectes du signe D’apres cequiae 
dans la Note precedente, si la sommc alternee © est en memo ( 
une fonction alternee des racines primitives de chacune des 
tions (i4), non seulement cette somme © verifiera l’une des c 
tions 
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mais en outre le produit 

AA'A"... 

sera egal, au signe pres, a la somme®; et comme, dans ce produit, 
aussi bien que dans la somme ©, le terme 

frC. • • 

sera evidemmentaffecte du signe +, on aura necessairement 
(18) (0 = AA'A".... 

11 y a plus : les divers termes compris dans la somme ® serontles pro- 
duits partiels qu’on peut former en multipliant les divers termes de 
la somme A par les divers termes- de la somme A', puis par les divers 
termes de la somme A", et ainsi de suite. Cela pose, on pourra facile- 
ment decider si un entier /, inferieur a n et premier a n, fait partie dr 
groupe 

h, h', h", ... 

ou du groupe 

k, k', k’, .... 

En effet, pour y parvenir, il suffira de savoir si, dans la somme ©, les 
termes precedes du signe -+- se trouven t echanges ou non contre lei 
termes precedes du signe —, quand on remplace 

p = £*)£... par 

ou, ce qui revient au meme, quand on substitue simultanement 

k ?, n l k y), V ^ K, 

Or, de ces diverses substitutions, la premiere equivaut a la multipli 
cation des divers termes de la somme A par 

L 

v« 5 

la seconde a la multiplication des divers termes de A' par 
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la troisieme a la multiplication dcs divers termes de A" par 


etc. Done, on vcrlu de ccs substitutions reunies-, les divers 
du produit A A'A"... ou de la somme (0 pourront etre censes mu 


n rji r 

v ’b v Hc 


Done, cn definitive, / fera partie du groupe 


ou du groupe 


h, //', h", . 


k, k', fi", ..., 


suivant que le produit 


/ ir nr * 


v a V b v //6 “ 


sera egal a -+-1 ou a — i. 

Si, en supposant toujours 


n = ') a v' b v r/c \ . 


on se serf de la notation 


pour representer le produit 


m — 

-\) a v"< : 


on deduira irmnediatement des principcs quo nous venous d’et; 
proposition suivante : 


Tiieoreme Y. — Soient n un nombre impair; v, v', v", ... ses f 
premiers; a, b, c, ... les exposants de ces facteurs dans le non 
l un des enliers inferieurs a n mais premiers an; et p une des 
primitives de 1 ’equation (i). Si une somme alternee (0 de ces rac 
en mime temps une fonction alternee des racines primitives de c 
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drs rtf fiat ionx t i $ K frs if air farm's 

n tj 


sermi , dans la mrnmr afiemrt* o, ajfWnh dn m*kne signe mt dr sign* 

amt mires stiimni qutm aura 

[nj) I [i I * mt ( / I i. 

1 u | | /# j 

// en rrsultr rnrorr qm\ dans 'k rm tm 9 mmme mats I'awms suppose 
It* groupr tfrs namhrrs 

h % h * h\ 

rrnfrrmr f untir* l /mi pari a* tm mar dr rr mfimr group? suivanf que /< 
prrmirrr tm in mnwde drs formulrs c uj ) sr verifir* 

Siipposoiis iiuitiilriiiiiii fjiii*, n t'faitl flrtmiiitti* par la forimilo (ia) 
<*t /ili*Higiiaitl 1 mi ifr** niiiiiiiri*H onto*!** iu(Vfii*urs a n f chi nomuir 

h >\ r\ ... 


Ic 4 h ithIih ijiiNnt nliliHil ijiifitiil tm divine* HtinwHsivcittirnt / pa 

rhaiMtfi <Ii*h nomlm** 

S A v'\ */*% . ..• 

L7*<| tuition 


u 


dmmnnt mm H«*tilt»tin»ttl 


f j .- 


maw aiisst 

( -to» 


f/ ;V 


i‘t pamliritii'nl la form tilt* 

I.',! I '• |i 


ontraiiHTa la : 
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D’ailleurs les diverses racines primitives de I’equation 

I 

seront les diverses valeurs qu’on obtient pour 

en prenant successivement pour X tous les entiers inferiei 
et premiers a v". De meme les diverses racines primitives de 
tion 

seront les diverses valeurs qu’on obtient pour 

en prenant successivement pour X' tous les entiers inferieurs 
premiers a v' 4 ; etc. Done, en vertu du theoreme IV de la P 
les diverses racines primitives de I’equation (i) seront repri 
par les diverses valeurs du produit 

corrcspondant aux divers systemes de valeurs que peuvent a 
les exposants 

1 , 1 ', V, 

quand on prend pour X un entier inferieur a v a , mais prem 
pour X' un entier inferieur a V b , mais premier a v' b , pour X" ui 
inferieur a v" c , mais premier a v" c , etc. Done, puisque les dive 
cines primitives de l’equation (i) peuvent encore ctre represen 
les diverses valeurs qu’on obtient pour 

P'» 

en prenant successivement pour l tous les entiers inferieurs a 
premiers a n, on peut affirmer non seulement qu’ii chaque val 
correspondra, comme iletait facile de le prevoir, un seul syst 
valeurs de • 


i, v, v, 
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mais, reciproquement, qu’a chaque systeme de valeurs de X, X', X",... 
corresponds unc valeur de /. 

II est bon d’observer encore que, le nombre n etant impair, la 
somme alternee co, determinee par l’equation (2), ne pourra, en vertu 
des principes etablis dans la Note precedente, verifier la formule (17), 
ou 

que dans deux cas particulars, savoir : i° lorsque n sera un nombre 
premier; 2 0 lorsque, n etant le produit de facteurs premiers inegaux 

V, -) l , v", 

© sera line fonction alternee des racines primitives de chacune des 
equations 

(22) x ' 1 — l, £C V '=I, x'*"— I, .... 

Ajoutons que, dans l’un et l’autre cas, on aura 

0t) 2 =- n, 

si n est de la forme -+-1, et 

CD 2 = — n, 


si n est de la forme (\oc -+- 3 . 

Jusqu’a present nous avons suppose que dans l’equation (1) l’expo- 
santnetaitun nombre impair. Concevons maintenant qu’il devienne 
un nombre pair, et supposons d’abord qu’il se reduise a une puissance 
de 2. 

Pour qu’on puisse former avec les racines primitives de l’equa- 
tion (1) une somme alternee 

(£> = p /l H- p A '-+-. .. — p*— p*'— p k " — • ■ - , 

il sera necessaire que la puissance de 2, representee par n, soit une 
puissance superieure a la premiere, par consequent un terme de la pro-' 
gression geometrique 


4, 8, 16, 
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Alors, on pourra supposer, si n est egal a 


et si n est egal a 8, 


(£> = p — p 3 


CD — p -H p 3 — p 5 — p 7 j 


ou bien 


(D = p -4- P 5 — P 3 — P 


ou bien encore 


(JE> = p —f— p 7 — p 3 — p°, 


etc. Alors aussi la formule (17) ne pourra etro verifiee que dans tro 
cas speciaux, savoir : i° lorsque, n etant egal a 4, on aura 

cD — p — p a , (£) 2 =—4; 


i° lorsque, n etant egal a 8, on aura 

CD = p ■+■ p 3 — p s — p 7 , (D 2 = 8; 


3° lorsque, n etant egal a 8, on aura 


(D = p + p 7 — p 3 — p 


7- q3- q5 CD 2 : 


Or, de ces trois cas le dernier est 1 c soul dans lequcl les sommes 


h h ! • • *, ^ "4~ k -f-. • • 


deviennent divisibles par n. En diet, on aura dans le premier cas 


A = i, k — Z, 


par consequent 


A = — /c = i (mod. n); 


dans le second cas 


/ t + /i'=H-3 = 4, k+k' = 5+7 — 12 , 


par consequent 


h-h /i'= k -t- k' = -n (mod. «); 

2 


et dans le troisieme cas 


A + A'=i + 7 = 8 , £-+-*'=3-1-5 = 8 , 


par consequent 


j. / 
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(ionrrvons maiutfuuut tjut* «, riant tin ttniultrr pair, nr sr mluist* 
phis it tint* jtntHsaitrr ilt* *». Si I’tm nniutur v, v , v", ... Its factrursprr- 
utirrs tit* n, tlont I’tiu, v par r\rmplr. sr mluira shnplrmrnt. au 
nnnibrr v» on potirra Httppnsrr rnrnrr la valour tit* n tirtrnninrr par 
iYtjuatioit t t v? i. t‘l fa valour dr ; par IVtjuaitutt (t V), 

\» tit ^ * • ■. 

dirsjptatil drs rarinrs primilivrs tpii appartirnnrnt rrsprctivrmrnt it la 
prrmirrr. it la sri'ondr, a la troisirmc, rtr. drs forimtlrs (t.'|). 11 y a 
plus : si run noittjitr 

1, A , A , 

drs souunrs allrritrfs rrsprrtivriurnt forutrrs avrr Irs rarinrs primi- 
tivrs «lt* la prrmirrr. dr la srrondr, tie la troisirrur, rtr. tins **qua- 
litntH (i 1 1, t*t tlf mnuirrr tjut* la rat’titt* 

• oft i. on l ,,, 

rfpt'fsftttf I'tm drs tfrntfs aflrrtrs tin signt* »-; si d'autrr part on 
nommr 

/, V, / . ... 

Ifs rt‘stt*s i|u*on olttifnt quand on tlivist* sufffssivfmfnt pur rliucun 
tins fartmirs 

* I * * * f I * * 

tut tuitif r / inlVrifttr it «, mats prrmirr it ft, on sr frouvrra th* uouvoau 
foiuluit auv formulfs ( 18 } **l t uoi: ft l’on ronrltmt toujours tic In 
l'orinutf t jot tju’tt fhaijtif systrmr tit* valours tlf 

t, > . ... 

fori'fijmittl tint* sruir valour tit* /. Ifaillours la lb mm I r (tH) fournira 
fttfori* |«* moyiMi tit* tlffitlfr si un t*ntifr /. iufrrirur it n, tnais prrmifr 
it n, fait part if tin groupr 

A, A . A , .. 

tpii par hypothfsi* rfiilVruif I'unitr. ou tin groupt* 
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En effet, poui’ y parvenir, il suffira de savoir si, dans la sornnu 
termesdu signe -+- se troavent echanges ou non contre les tern 
cedes du signe —, quand on remplace 

p =&£■■■ par p / = $ / n / ? / .. 

ou, ce quirevientau meme, quand on substitue simultanemen 

l l h. £, r , 1 an, K l & ?, - 

Or, de ces diverses substitutions, la seconde, la troisieme, ... 
tanement efTectuees, changeront ou ne cliangeront pas les tern 
cedes d’un signe en ceux que precede le signe contraire, par e: 
les termes affcctes du signe -+- on ceux qu’affecte le signe —, 
que l’cxprcssion 


sera egale a + i ou a — i. Cela pose, en passaut du cas oil la 
designe un nombre impair au cas oil cette lettre represi 
nombre pair, on obtiendra, au lieu du theoreme V, la proposit 
vante : 


TiiEORfcME VI. — Soient n un nombre pair. 


ses facteurs premiers. 


V — 2 , 


a, b, c, 


les exposants de ces facteurs dans le nombre n, l un des entie 
rieurs a n et premiers a n, et p une des racines primitives de 
lion (x). Si une somme alternee cD de ces racines esl en meme te, 
function alternee des' racines primitives de chacune des equatio 
et a, 'en consequence, pour facleur une somme alternee A des 
primitives , ... de l’equation 
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It's deti.v team's 


p„ f / 


seront, dans la sumrne a (ter nee ,u, ajfeetes dtt rnrmr signe : i" lorsqtte las 
termes 


etanl afeetes dtt rrtfrnr signe dans la somme nlterme A, on jtura 



I , 


ou t rt tjai rrvieni an mhm\ 
( a | ! 

*2“ lonque /r* trrmrs 


7 ft 




riant ajfaith dr slants emlmirm dans la mmme altrrnre A, on aura 


tm % re yni rnimt an mime. 


l 4 >») 


1" 


i*ii jnjrtH i*It<*r U* «*i$^ mt, /niuiit pair, lit hciiiiiik* ca verifier 

la riiiiilitiini«'«- t» : 


<it f U a. 


Dans n> ran, o» %«*rtti (!<••> priuoipos otaldh dans la Noto prdoddonlo, 
ii> mt;i unoossairomoiit nut* fmictimi altornoo do* raoinos pritnitivos do 
ohactuio dos oi|uatMMiH 11 »>, ot, do plus, 011 aura, d’uno pari. 


on 

d’aulro part. 


a I, o’ 

«t 4 1 'a 1 N; 
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Or, supposons d’abord 

f 2 a ~ 4 - 

Alors on trouvera 

n “4WV 7 ..., A = p — p3 — p 1 — p- 1 , 

et le theoreme YI entrainera le suivant : 

TiieorSme YII. — Soient n un nombre pair divisible par 4, 

v', v ir , 

les facleurs premiers supposes impairs et inegaux , l un des 

infirieurs a n, mat's premiers a tz, et p l y une des racines primi 
V equation 

x 11 — 1 . 

Si une somme alternee (0 de ces racines verifie la condition 


CD 2 z=d=: n , 

non seulement (0 sera une fonction alternee des racines primi 
chacune des equations 

(26) a? 4 =’i, # v '=i, 

maw de plus les deux termes 

p, p i 

seronl, dans La somme alternee CD, affectes da mime signe qu 
aura simullanemen t 



(mod. 4 ), 


noth viu. 

et affi'ctt’s Hr signet eon tra ires, qua mi an aura 


(a«> 


i i t iitml. i s, 

tm him 

i f i Hint!* | h 


/ 


i 

T H 

I , 


' I. 


Supjmxons, «*n si'i-mul lion. 

i*< s, 

Alors mi mini 

n Sv'v*. , 

(‘I, si Pott Vftit ijiii* la i'mtrtimi altmtiu* m vorifii* la condition 

Hi* «, 


on drvra supposcr 

A U *■ *>' 


H 


281 


— lon"|th* n unra «l*i li form© 4<* 4 * i, 

A p t p % v* p\ inrufftif? n *u*ra iln la form© 4»i* 4* 3, 

Au I’mitrairi*, si |‘mi vmil quo la Hmnmo alfornoo <ti vorifn* la conditioi 

< 0 * $t % 


Oil tiovru SIIJIJHISIT 


A ft *• ft* - s. 1 f/, H snra ilt* lii foriito/f r 4- 1 , 

of 

A p » ft % 1 - - ft*. |or*<pio « **«*ra do la forim* i\.e -H i. 

tlola poso, li< tVI cniraincra **vi»t**mmt*ut los proposition: 
suivauto* : 

Tnt.oHftMi. VIII. Saienf n an mtnbre pair divisible, par 8; 

*/, v\ ,., 

lesfnet mrs premiers Hr " supposes impairs et inegau>r; l tin ties entier 
inferieurs a n, mats premiers a n ; et j> une ranine primitive tie i'equatiot 
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Enfin , supposons quune somme alter nee (D de ces racines verifu 
dition 

(Q 2 — n . 

Non settlement celte somme sera une fonotion alternee des racim 
lives de chacune des equations 

(29) X*—\, x' y — I ? X v " =: I , 


maw de plus les termes 



seront , /a somme CD, affectes du me me signe : 
forme. L\x -f- 1, on a 


a • n , 
1° si y g 




Theor&me IX. — Soient n unnombre pair divisible par 8, 


les facteurs premiers de supposes impairs et inegaux , l un c 
inferieurs n, mais premiers an r et p une racine primitive de l 
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dilion 


<©* = — n. 


Non settlement cette somme sera une fonction alternee des racines pri¬ 
mitives de chacune des equations 

( 32 ) x*=i, a; v '=i, — 


mais de plus les termes 

p, p< 

seront, dans la somme alternee (0, affectes du mime signe : x ° si, ^ etant 
de la forme l\x -f- x, on a 



2° si, ^ etant de la forme l\x on a 



Revenons lxxaintenant a laformule (7), oil les nombres 

h, /i. A", ... ou k, k’, k", ... 

representent les cxposants des termes affectes du signe -t- ou du 
signe — dans la somme alternee ©. II suit des theoremes I et III que 
cette formule se verifie : i° quand n est un nombre premier impair, 
superieur a 3 ; 2 0 quand n est une puissance quelconque d’un nombre 
premier de la forme l\x 1. J’ajoute qu’elle se verifiera encore, si n esl 
un nombre compose qui renferme plusieurs facteui’s premiers, l’un d( 
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ces facteurs pouvant etre le nombre 2 eleve a line puissanci 
degre surpasse l’unite, et si, d’ailleurs, la valeur de n etant do 
la formule (12), la somme alternee <£ est une fonction alternei 
cines primitives de chacune des equations (i 4 )- En elfet, si 
d’abord ru impair. Alors, en vertu du cinquieme theoreme j 
formule (21), les valeurs de l qui appartiendront au groupe 

h, h', h", . . . 


seront celles qui verifieront la condition 


( 35 ) 
ou 

( 36 ) 



par consequent, celles qui verifieront ou les conditions 



ou les conditions 



Or, lc noiubre des valeurs de l qui verifieront la condition (3 
qui revient au meme, le nombre des systemes de valeurs 
A", ... qui verifieront la condition ( 36 ), sera 


4n = 1 v" c—1 .. . (v — 1 ) (v' — I ) (v" — 1 ). . . , 


aussi bien que le nombre des valeurs de l qui verifieront la 

OU 

[*][*][£]••■=— 
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Pareillement, on reconnaitra que le produit 

exprime le nombre des svstemes de valeurs de 

V, V, .... 

qui sontpropres a verifier, soit la seconde des formules (37), soit la 
seconde des formules ( 38 ). Done ce dernier produit, que nous repre- 

sentons par ^ en posant, pour abreger, 

(3g) = i)(v"— 1 )..., 

exprimera le nombre des valeurs de l, qui, etant comprises dans le 
groupe 

h, h', h\ 

seront equivalentes, suivant le module v“, a une meme valeurde ~k, par 
laquelle la premiere des formules (37) ou ( 38 ) se trouve verifiee. 
Done la somme des valeurs-de /, comprises dans le groupe 

h, h', h", ..., 

e’est-a-dire, en d’autres termes, la somme 

A + A'+A' + ... 

sera equivalente, suivant le module v“, au produit du nombre 

- Dt, 

2 


par la somme des valeurs de qui verifieront l’une des formules 


( 4 o) 




1. 


Or, comme chaque valeur de 1 satisfera necessairement a l’un< 
des equations ( 4 o), il est clair que la derniere somme comprendr; 
toutes les valeurs de 1 , et sera, par suite, en vertu du theoreme IV 
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divisible par v a . Done aussi la premiere somme 

h —\— h r - 4 - h' r —, . . 

sera divisible parv rt ; et, comme ellc devra etre, pour les memes rai¬ 
sons, divisible par V b , par V' c , il est clair que, dans l’hypothcse 
admise, elle sera divisible par le produit 

n=v a v 'by>'C"" 

On pourra encore on dire autant de la somme 
A + A J +^+..., 

puisque, en vertu du theoreme IV, la somme totale 
h h ! -+- h" k -)- k r -h k" h- .. . 

devra encore etre divisible par n. Done si, n etant impair, la somme 
altcrnee (£> est en meme temps une fonction altcrnee des racines primi¬ 
tives de chacune des equations (i/|), les deux sommes 

h -4— hJ —\— —H . . . ? ft Ic 1 -4~ h? •+*, . , 

verifieront la formule (7). 

Supposons maintenant que, dans l’equation (12), l’un des fac- 
teurs 

V, v', v 1 ', ... 

se reduise au nombre 2, mais sc trouve eleve a line puissance dont le 
degre surpassc I’unite. On prouvera encore, non plus a 1 ’aide d’une 
seule formule (21), mais a I’aide des formuIes(i8) et (28), que la 
moitie du. produit £)£>, determine par 1’cquation ( 38 ), exprime le nombre 
des valours de l qui, etant comprises dans le group© 

h, h', h\ ..., 

sont equivalentes, suivant le module v", a une tneme valeur de X. 
D’ailleurs, parmi les termes affcctes du signe -+- dans la somme © que 
ddtermine la formule (18), on en trouvera qui auront pour facteur un 
terme donne quclconque, affccte du signe -+- ou du signe — dans la 
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somrae A. Done la somme 


II —1— It 1 —j— Jl 11 —[— . . , 

sera encore, dans rhvpothescadmise, equivalente, suivant le module v a , 
an produit de ^ dl, par la soinme totale des valeurs de X. Done, cette . 

clernierc somme devant etre, en yertu du theoreme IV, divisible 
par v a , on pourra en dire autant de la premiere, qui devra 6tre divi¬ 
sible par chacun des nombres 

v a , v u> , v" c , . . ., 

ct sc reduirc, en consequence, a un multiple de n. La somme totale 
Ji -j— h 1 -)— h u -+-... — l— k —(- k r — |— k' ~f- ... 

devant etre cllc-memc, envertu du theoreme 1Y, nn multiple den, 
il suit de ce qu’on vient de dire que les deux sommes 

h —)— —1— Ji' 1 —)—. • •, Jc —I— k',-\- k 11 —1—... 

devront encore verifier la formule (7). 

En resume, on pourra enoncer la proposition suivante : 

TiitoRtME N. — n etant un nombre composS qui renferme divers fac- 
teurs premiers v, v', v", ... el ne puisse devemr pair, sans Sire divisible 
par L\, si l’on suppose que , la valeur de n etant fournie par l equa¬ 
tion (12), la somme allernee CD, determinee par la formule (2), soit en 
mime temps une fonction allernee des racines primitives de chacune des 
equations (4)> on aura 

/i + /i'+/ i " + ...= /c+/f'+^ + ...= o (mod. n). 

II est bon d’observer que, dans le tbeoreme precedent, les exposants 
de tous les faclcurs impairs pourraient se reduire a l’unite. 

En vertu des principcs etablis dans la Note prececlente, pour que la 
somme alternee (£> verifie la condition 


(D 2 = ± n, 
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n etant un nombre premier ou compose, pair on impair, determine 
pai* la formule (12), il est necessairc qne les facteurs premiers impairs 
de n soient inegaux, le facteur pair, s’il existe, etant 4 ou 8 , et qu’en 
outre CD soit une function alterneo dcs racines primitives de chacune 
des equations (14). Cela pose, les theoremcs I et II entrainent evidem- 
ment la proposition suivantc : 

Tiieoriiime XL — Lorscjue La somme alter nee (0, determinee par la 
formule (2), verifie l’Equation (17), savoir 

(D 2 ==±:/i, 


les deux groupes d'exposants 

h, h', h", ..., 

k, A-', k*, ... 

verifient la condition (y), savoir 

h h- h'-+- h" +. . .= A ■+• A'h- k ff . .= o (mod. n), 
a. moins toutefois que le module n ne se reduise a l’ un des trois nombres 
3, 4, 8. 


On peut d’aillcurs observer que la condition clout il s’agit est veri- 
fiee, pour 1 c cas me me oil Ton suppose n = 8 , lorsquc ( 0 , etant rbduit 
a la somme alternee 

p ■+■ p 7 — p 3 — p\ 

verifie I’equation 

CD 2 = 8 = n, 

mais cesse de l’etre lorsquc CD, etant reduit a 

p + p 3 —p«-p 7 , 

verifie 1 ’equation 

CD 2 = — 8 = — n. 
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NOTE IX. 


TllGORfeMES DIVERS RELATIFS AUX SOMMES ALTERNGES DES RACINES PRIMITIVES 

des Equations binomes. 


Soient: 


n un nombre entier superieur a 2 ; 

A, /c, . les cntiers inferieurs a n , mais premiers a n; 

N le nombre cles enliers A, A, /, ...; 
p line racine primitive de l’equation 

(1) x n =i; 
enfin, supposons les entiers 

h, k, l, ... 

partages en deux groupes 

. h, h', h", ... et k, k', k", ..., 

de telle maniere que i’expression 

(2) (£) = p h - h p h '■+■ p h "■+■.. . — p k — p k '— p k " —... 

represente une sornme alternee des racines primitives de I’equation 
(1), et que l’unite fasse partie du premier groupe 
h„ h', h\ .... 


Alors, la quantite m etant equivalente, suivant le module n, a l’un 
des en tiers 


les produits 


A, k, l , .. 

rnh, nth,', mh", 


seront equivalents, a Fordre pres, soit aux termes du premier groupe 
k, k', k", ..., 


soit aux termes du second groupe 


h, h', h", 
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selon que m fora partie clu premier ou du second groupe; et, au. con- 
traire, les produits 

mk, mk', mk", 

seront equivalents, dans le premier cas, aux nombres 
k, k', k", ..., 

dans le second cas, aux nombres 

h, h', h", .... 

Done, /etant l’un quclconquc dcs entiers infericurs a n, mais pre¬ 
miers a 7 i, lc nombre l ct leproduit ml, ou pin tot le reste de la division 
de ml par n, appartiendront ou non au me me groupe, selon que la 
quantite m deviendra equivalente a un tonne du premier on du second 
groupe. Ainsi, par exemple, 

l et — l, ou plul6l, n — l, 

appartiendront ou non au meme groupe, suivant que la quantite 
— i, ou plul6t n — \, 

fera partie du premier ou du second groupe. Parcillement, si le 
nombre n est impair, 

/ el il 


appartiendront ou non au meme groupe, ct par suite les produits 
ih, lJi', lJi", 


seront equivalents, a 1’ordre pres, aux nombres 

h, h', h", 


.ou aux nombres 


k, k', k", .. ., 


suivant quelle nombre i fera partie du premier groupe ou du second. 

Des principes que nous venons de rappcler il resulte encore que, si 
Ton remplace 


p par p m , 
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les deux groupes des racines primitives 

P /l , p k ', p h ", ... et p k , p k \ p k ", ... 

resteront composes chacun des memos racines, oil se transformeront 
Tun dans l'autrc, suivant que m sera equivalent, suivant le module n, 
a l’un des nombres 

h, h', ti', ... 

ou a I’mi des nombres 


k, k', k", 


• Done, si Ton nomme 

I = f(p A , p h ', p h ", ...) 

une fonction symetrique des racines 


et 

• j = f(p*,p*,p*', 

ce que dcvienl la fonction I, quand on y remplace 

p h , p h ', p h ", ... 
p^y P^, P^" > . . . , 

i-hJ 

ne changera jamais ni de valeur ni de signe, et la difference 
I--J 


par 

la somme 


pourra seulemcnt changer de signe, en conservant toujours, au signe 
pres, la memo valeur, lorsqu’on remplacera la racinc primitive p par 
line autre racine primitive p m . Done alors la somme I -t— J sera une 
fonction symetrique, et la difference I — J une fonction alternee des 
racines primitives de 1’equation (i). 

Si lc nombre n est tel que Ton ait 

(3) CD 2 =r±: n, 

alors, en vertu des principes etablis dans la Note precedente, ce 
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nombre sera de l’une des formes 

vv'v", .81/v'q 

v,.v', v", ... designant des factcurs impairs et premiers, inegaux entre 
eux; et, si d’ailleurs n ne se reduitpas a 1’un des trois nombres 

3, 4, 8, 

on aura 

(4) -1~ h r +- h ff —|—. .. == k k r -+- k' 1 .. . == o (m od. >i ). 

Ajoutons quo l’equation ( 3 ) pourra se reduire a 

( 5 ) (Q^n, 

dans le cas seulement ou, les facteurs impairs de n etant inegaux, 
n sera de l’une des formes 

{\X-\-l, 3), 8(2.23 4- x), 

et qu’alors chacun des nombres 

h, h', h\ .. . 

vcriflcra : i° si n est de la forme L\x H- i, la condition 



2 ° 


. n , 

si T est 
4 


entier et de la forme l\x + 8, les conditions 


(7) 

Oil 

( 8 ) 



A = r (mod. 4), 


h =—i (mod. 4); 


3 ° si 'i est entier et de la forme L\x + 3 , les conditions 





(9) 


ou 7 (mod. 8), 
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ou 

(10) [A] = — 1} A = 3 ou 5 (mod. 7); 

LH 

/|° si ~ cst onticr et de la forme L\x + 3 , les conditions 

O 

(11) r~~l—1, A = [ ou 3 (mod.8), 

LH 

OU 

(12) ~“ — 1 * ^ = 5 ou 7 (mod. 8). 

U"J 

Au contraire, l’equation ( 3 ) pourra sc reduire a 

(13) . c0 2 =:— n, 

dans lo cas seulcmcnt ou, les facteurs impairs de n etant inegaux, 
n sera de Fnne des formes 

, 4(4 - c ~+ _, )j 8(2.2?-+-1); 

et alors chacun des nombres 

k, h', h", 

yerifiera : i° si n est de la forme 4^ + 3 , la condition (G); 2 0 si ~ 
est entier et de la forme L{X-\ri,^ les conditions (7) ou (8); 3 ° si 
'i est entier et de la forme l\x 4- 3 , les conditions (9) ou (10); 4 ° si 

^ cst entier et de la forme L\x -+-1, les conditions (11) ou (12). 

8 

Si Ton designe par 

V, v', 

les facteurs premiers de n , et par 

a, b, c, ... 

les exposants des puissances auxquelles ces memes facteurs sont 
elCTes, I’equation 
(> 4 ) 


OEuvres de C. — S. I, t. III. 


38 
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entrainera generalement la suivante : 

(,5) N = —(v —i)(v'—t) 0"—i).... 

Si Ton suppose en particular n impair, et compose de facteurs impairs 
inegaux 

v, v', v", . . . , 

alors l’equation 

(16) . 7 i = v'vv\.. 

entrainera les suivantes : 

N=(v — i)(v' —i)(v" —i).. 

[^]=[^][^]!>]- 

D’ailleurs, v etant un nombre premier impair, l’expression 



se reduira simplement a + iouii-i, suivant que v sera clc la forme 
i\ x + i ou L\x — i. Done, en yertn do la formulc (i8), l’expression 

ivi 

sera egale a+iouii-i, suivant que les facte urs premiers de rt, de 
la forme kx — i, seront en nombre pair on en nombre impair; el, 
comme le nombre n sera, dans 1c premier cas, de la forme l\x 4-1, 
dans le second cas, de la forme i\oc — i, il est clair que l’equation (i8) 
pourra etre reduite a 

(*°) 

De plus, v etant un nombre premier impair, Pexprcssion 


(17) 

(18) 

(19) 
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se reduira simplement a 4 - r oua — i, suivant que v 2 sera de la forme 
iGa? 4-i oil 1607-1-9. Done, en vertu de la formule (19), l’cxpres- 
sion 

sera egale a+ioiia-i, suivant que, parmi les carres 
V, v'*, v"*, ..., 

ceux qui se presenteront sous la forme 

16a; -)- 9 

seront en nombre pair oil en nombre impair. D’ailleurs, le produit 
de deux factcurs de la forme 16074-9 etant lui-meme de la forme 
16a? 4- 1, il est clair que lc carre 

/i s =vW*. . . 

sera dans le premier cas de la forme 1607 4- 1, dans le second cas de la 
forme 16074-9. Done, par suite n sera, dans le premier cas, de la 
forme 8a? rb 1, 011, ce qui revient au memo, de I’unc des formes 

8 a? -h 1 oil 8 a; -+- 7 ; 

dans lc second cas, de la forme 807 d= 3 , ou, ce qui revient au meme, 
de l’une des formes 

8 a? + 3 ou 8 a? 4 - 5 ; 


et liquation (19) pourra etre reduitc a 


(21) 




Supposons maintenant que, les facteurs impairs de n 6tant inegaux 
et represents par 


vV', 


n renferme, en outre, un facteur pair represent par 4 oupar 8 ; alors, 
eu egard a la formule (20), il est clair que l’equation 


(22) 


= 4v'v' / ... • 
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entrainera la suivante : 



ou que l’equation 

(24) n = SvV.. 


entrainera la suivante : 

(2D) 



(-0 2 • 


Des formules (20), ( 23 ), ( 25 ) jointes aux conditions (6), (7), (8), 
(9), (10), (ri), (12), 011 dednit immediatenient les propositions que 
nous ailons enoncer. 


Tueoreme I. — So it p C une des racines primitives de l 1 equation (1), el 
supposons les exposants des puissances diverses de p partages en deux 
groupes 

h, A', h", k, k', k'\ 


chaque exposant etant cense apparlenir an premier ou an second groupe , 
suivant que la puissance correspondanle se trouve affectee du signe ■+■ ou 
du signe — dans une somme alternee iQ de ces racines primitives. Les 
deux exposants 

1 el — i ou n — 1 


appartiendront au mime groupe , si la somme CD verifie la condition 
(,0 4 = n, 

et a des groupes differents, si la. somme d) verifie la condition 
(&- — — n. 


Par.suite, /etant premier a n, les exposants 

i el — l ou n — l 

appartiendront au meme groupe, si Ton a iQ = n, cc qui suppose que 
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n soil de Time des formes 

4 07 +1 , 4 ( 4 - 3 ?-t-3), 8 ( 20 ,'-hi), 

et a des groupes differents, si 1’on a cjd 2 = — n, ce qui suppose que n 
soil de l’une dos formes 

4 07 + 3, 4 ( 4 -37 I), 8 ( 2 07 I ). 

On pcut aussi, de l’equation (21), jointe a ce qui a ete dit plus haut, 
deduire le tlieoreme donfc voici l’enonce : 

Tiikor^me II. — Le riombre n etant impair, soil p I’une des racines 
primitives de l 3 equation (1), et supposons les eocposants des puissances 
diverses de p partages en deux groupes, chaque exposant etant cense ap- 
partemr au premier ou au second groupe, suivanl que la puissance cor- 
respondante se trouve affectee du signe + ou dusigne — dans une somme 
alternee cD de ces racines, qui offre pour carre ±: n. Les deux exposanis 

1 et 2 

ou plus generalemenl 

l et 2 1 

appartiendront au mime groupe, ou a des groupes differents, suivant que 
le module n sera de I’une des formes 

807 + 1, 807 7 

ou de l' une des formes 

807 + 3, 807 + 5. 

Le dcuxieme theorenic entraine iuimediatement la proposition sui- 
vante : 

Titkoucme III. — n etant un nombre impair, et p une des racines pri¬ 
mitives de Vequation (1), soienl 

h, li , h", ... et k, k' , k” , ... 

les deux groupes d’ exposanis de p dam une somme alternee (£) de ces 
racines, qui offre pour carre ± n. Si n est de la forme 


80 ; +1 


ou 807 + 7 , 
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le groupe des exposanls 

li, h', h", ... 

pourra itre remplace, dans la somme aliernee CO, par le groupe des expo - 
sants 

ih, ih', ih", ..., 

qui seront, a Vordre pres, equivalents aux premiers suivant le module n, 
el le groupe des exposants 

k, k', k", ... 

par le groupe des exposanls 

ik, ik', ik", ....' 

Si, au contraire, n est de Vune des formes 

8 # -t- 3 , §x -t- 5 , 

le groupe des exposants 

h, h', h ", 

pourra itre remplace par le groupe des exposants 

ik , ik', ik", ..., 

et le groupe des exposants 

k, k', k", ... 

par le groupe des exposants 

ih, ■ ih', ih", .... 

Supposons maintenant que, l’equation 
® 2 = ±;/j 

etant verifiee, n. represente, non plus un nombre impair, mais un 
nombre pair. Alors n sera de I’unc des formes * 

4 vV\.., 8vV\.., 

V, v", ... etant des facteurs impairs inegaux. Or, si Ton suppose 


NOTE IX. 


303 


d’abord 



un nombre l inferieur an, mais premier a n , fera partie du premier 
groupe 

. h, A', A", 


si ce nombre l, pris pour h, verifie les conditions (7) ou (8), et n’en 
fera pas partie dans le cas contraire. Par suite, deux nombres impairs 

l, l’, 


inferieurs a n, mais premiers k n , appartiendront l’un au premier 
groupe, l’autre au second groupe, si ces nombres verifient la condition 



sans verifier la suivante : 

l’=l (mod. 4 ); 


en sorte que l’on ait, non pas 

/'—/== o (mod. 4), 

mais, an contraire, 

(2-7) V — l = 2 (mod. 4 )- 

Or, les conditions (26), (27) seront evidemment verifiees si, /etant in¬ 
ferieur a on pose 

(28) 

puisque alors on aura 

— 2v'v".. .= 2 (mod. 4 ). 

2 


Supposons main tenant 

n == 8v'v". . ., 

v', v", ... etant toujours des facteurs impairs inegaux, et la valeur de 
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(Q- etant rh n. En vertu dcs conditions (9) oil (10), (11) 011 (12), deux 
nombres impairs 

l, L' 


inferieurs a n, mais premiers a n, appartiendront nccessairement, l’un 
au premier groupe, l’autre au second groupe, si ces nombres yerifient 
les deux conditions 


(29) 

(30) 


— r~L~\ 

1 1 3 

IrJ Ls ,4 J 


l'- /== L 


(mod. 8). 


Or, e’est precisement ce qui arrivera, si, / etant inferieur a^, on sup¬ 
pose la valeur de V determinee par l’equalion (28), puisque alors on 
aura 

V—l — ^ — /jvV'.. .= 4 (mod. S). 


Observons maintenant quo la formulc (28) entraine immediatement 
la suivante : 

( 3 i) 2l'= il (mod. n). 

Done, lorsque, n etant pair, le carre de (0 sera ± n, on pourra, aux 
termes du premier groupe 

h, h', h", ..., 

faire correspondre les termes du second groupe 
k, k', k", ..., 

de manibre que Ton ait, par cxemplc, 

2 h == 2 /c, 2h'~2k2/1"= 2k", ... (mod! n). 

En consequence, on peut enonccr la proposition suivante : 

Th&or&he IV. — n etant an nombrepair, et p une des vacines primi¬ 
tives de l’equation (1), soient 

et k, k', k\ ... 


h, h', h". 
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les deux groupes d’exposants de p, dans une somme alternee ffl de ces 
racines, qui offrent pour carre ± n. Les nombres 

ih ,. ih', ih", ... 

seront equivalents, a I’ordre pres, suivant le module n, aux nombres 
2 A, 2 k', 2 k", .... 

Le nombre total ties entiers 

h, k, l, ... 

inferieurs a n, mais premiers a n, etant represente par N, et la somme 
alternee <0 renlcrmant toujours autant tie termes positifs quetle termes 
negatifs, il est clair quo dans chacun cles groupes 

A, h', A", ... et k', /c", . .. 

N 

le nombre ties termes cloitetre egal a - • Celapose, I’unite etantcensee 
faire partie tin premier groupe 

A, A', h", . .., 

nommons i le nombre des termes qui, dans ce groupe, sont inferieurs 
a et j le nombre tie ceux qui surpassent^- On aura 
. . N 

( 32 ) i +./ = —• 

D’autrc part, / etant un entier inferieur a -p mais premier a l, 
n — l 

sera un autre entier superieur a mais inferieur a n , et premier a n. 
Done, les entiers inferieurs a n, mais premiers a n, se correspondront 
deux a deux, au-tlessus et au-dessous tie -■> le nombre ties uns et des 
autres etant encore ~ Done, ceux qui feront partie du second groupe 
seront, au-dessous de ^ en nombre egal a 
' N 


OEuvres de C. — S. 1, t. III. 


39 
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et au-clessus cle ^ cn nombre egal a 

N __ . 

2 / L ’ 

II y a plus : deux terraes corresponclants, c’est-a-dire de la forme 

l, n — l, ' 

seront, cn vertu du theoremc I, deux termes qui fcront partie d’un 
meme groupe, si la sommc alternee co verifio la condition 

CD 2 = n. 

Done, alors, a l’equation ( 32 ) on ponrra joindre ccllc-ci 

(33) i=j, ' ' 

et I’on aura, par suite, 

N 

( 34 ) £ = J = J’ 

-On pent done enoncer la proposition suivantc : 

TiiEORfcME Y. — Le nombre n etant tel que la somme alternee CD, de¬ 
termined par liquation (2), verijie la condition 

cQ 2 =n, 

chacun des groupes d’ exposants 

h, li , h", ... et k, k', k\ .. . 

offrira autant de lermes inferieurs a — que de termes superieurs a —, le 

I N 

nombre des termes de chaque groupe, infirieurs a etant —. 

En terminant cette Note, nous joindrons ici quelques observations 
qui ne sont pas sans interet. 

Si, dans.lc cas oil n represent unc puissance d’un nombre premier 
impair, et l un entier premier a n, on designe par 
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commc nous l'avons fail dans la Note precedente, le rcste -+- i ou — i, 
qu’on obtient en divisant par n lc noinbrc entier 


L\ 

alors on devra, dans les formules (20) ct (21), supposer, ainsi que 
nous l’avons admis, le nombre n non seulement impair, mais compose 
de facteurs inegaux. Gar, si Ton supposait, par exemple, 

on Irouvcrait • 

ct les expressions 

["Tr] r > = (mod. 9) 

cesseraicnt d’etre egales aux quantites 


/i — 9 — 3 2 , 


N = 2.3, 


(-0 a =(-0* = i, (-1) 8 = (—,)*°= 1 - 


Toutefois les formules (20), (21) continueraient d’etre verifiees, si, 
dans le cas oil n represente une puissance v® d’un nombre v premier et 
impair, on designait, avec M. Jacobi, par la notation 


" n 


non plus lc reste -+-1 ou 
nombre 

mais l’cxpression 


, qu’on obtient on divisant par n le 


N • 
/*, 



Alors aussi I’on pourrait etendre ii des nombres impairs quelconques 
la loi de reciprocity qui cxiste entre deux nombres premiers impairs; 
en sorte qu’on aurait generalement, pour des valeurs impaires des 
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nombres entiers m et n, 


( 35 ) 



NOTE X. 


•SUR LES FONCTIONS RfiCIPROQUKS ET SUR EES MOYENS QU’eLLES FOURNISSENT 
D’fiVAEUER LES SOMMES ALTKRNfiES DES RACINES PRIMITIVES .D’UNE EQUATION BINOME. 


f(a?) etant une fonction donnee do la variable x, on a generale- 
ment, pour line valeur de x, renfermee cntrc les limites x 0 , X(voir le 
IX C Cahier du Journal de VEcole Poly technique, et le Tome II des Exer- 
cices de Mat hematiq ues, p. 118), 

i(x) — ~ j* enx-ti)sj~\ f( c i u 

ou, ce qui revient au memo, 

(i) f (x) = —f f cosr(x — u) f( u) du dr; 

n do J.r a 

et pour une valeur de x, situee hors des limites x 0 , X, 
o =-d— J j* '' e nx-n)J-i f( u ) du dr. 



Ainsi, en particulier, si Ton suppose 
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la formule (i) donnera, pour des yaleurs positives de x , 

(3) f(a?)=- f f cos r(x — u)t(u) du dr; 

ft J 0 J 0 

mais on conclura de la formule (2), en y remplagant x par — x , 

°=-:.r.r cos r{x — u) f (u) du dr. 

Comme on aura, d’ailleurs, 


cos/‘(iC -+- u) = cos rx cos ru — sin/ - x sinn/, 
cos/ - (x — u) ~ cos/ - x cos ru -+- sin rx sinrw, 


on tirera des equations (3) et (4) 


ag/ 

(5) f <* ) = UT 

(6) ™ = 


cos rx cos ru f(;/) du dr, 
sin rx sin ru C( u) du dr. 


De ces dernieres formules, donnees pour la premiere fois par M. Fou¬ 
rier, il resulte que, si 1’on suppose 


(7) cos/ - # f(/ - ) dr, 
on aura reciproquement 

(8) J 0,0$ rx cp(r) dr, 
et quc, si l’on suppose 

(9) || j(x)=(^]J^ sin rx i(x) dr, 
on aura reciproquement 

(10) = f sin/ - ^ 4 '( / ') d r - 

On yoit done ici sc manifester unc Ioi de reciprocity : i° entre les 
fonotions f et op; 2 0 entre les fonctions f et ']>, de telle sorte, que 
chacunc des equations (7), (9) subsiste, pour des yaleurs positives 
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de x, quand on echange cntre elles les fonctions f et 9, ou f et cp. 
C’est pour cette raison quo,, dans Ic Bulletin de la Societe philomatique 
d’aout 1817, j’ai designe les fonctions 

f(^), cp(x) 

sous le nom de fonctions riciproqu.es de premiere espece , et les fonc¬ 
tions 

fO), 4(.z) 

sous le nom de fonctions reciproques de seconde espece. Ces deux especes 
de fonctions peuyent etre, ainsi que les forinules citees de M. Fourier, 
employees avec avanlage dans la solution d’un grand nombre de pro- 
blemes, et jouisscnt de proprictes importantes, dont je rappellerai 
quelques-unes en peu de mots. 

D’abord, puisqu’011 a generalcment, pour des yaleurs positives 
de to, . 

/ e-^ r c,osr,x dr = —sin rx dr — — 

w 2 +■ J o co 2 + a ? 2 

il en resulte que la fonctidn 

f(x) — e~ MX 

a pour reciproque de premiere espece 



et pour reciproque de seconde espece 



On a done, par suite, 

0 0 / —7——r c, 0 S 7 'x dr ~ — ^ —- sin rx dr — — e~ w . 

J 0 w 2 /’ 2 2 , ! 0 w- +• r 2 2 

On se trouve ainsi ramene a deux forinules donnees par M. Laplace. 
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Lorsque, dans la dcrnierc do ces formules, on pose to = o, on retrouve 
la formule connue 

f2 / - dr=~, 

Jo r 2 

qui sub sis to seulemcnt pour des valeurs positives de la variable x. 

II resulte encore de la formule connue 

(i3) e 2 cos rccdr=—e 2 , 

Jo 2 

que la fonction 

e 2 

sc con fond avec sa reciproquc de premiere espece. 

Soient maintenant s une variable, dont le module reste inferieur a 
l’unite, et a une quantile positive. Si la serie 

f(o), zf(a), z 2 r(ia), ... 

est convergent©, on t.irera des formules (8) et (io) 


(14) f(o) + S f(fl) ■+• .sM’( 2 #) 

et 

(1 5 ) 3 f(a) + 3 2 f( 2 fl)+... 




iz cos ar ■+• 


— y(r)dr 


ear- 


;i\>( r )dr. 


Si, d’ailleurs, on fait converger z vers la limite i, le rapport 

r — z cosar 
i — i z cos ar -h z' 1 


s’approchcra indefiniment de la limite a moins que Ton attribue a r 
des valeurs peu differentes do celles qui verifient I’equation 
cosar=:r. 

Or, les racines positives de cette equation seront de la forme 


/• = n.b , 
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n etant un nombrc entier, et b une constante positive liee k la con¬ 
stants a par la formule 

(16) , ab = arc. 

Cela pose, on reconnaitra sans peine [voir le 2 e Volume des Exer- 
cices de Mathemalicjues , p. i/|8 etsuivantes (')] qne, si z s’approche in- 
deli niment de la limile 1, l’integralc renfermee dans le second membre 
de la formule (14) aura pour limite, non pas rexpression 

1 

X K=)" r(o) ’ 

comme on pourrait le croirc au premier abord, mais cette expression 
augmentee decertaines integrates singulieres dont la somme sera 

\ ^cp(°)-|-cp(6)H- c p(2^) H-. . .J. 

En consequence, on trouvera 

(17) ^f(o)+f(fl) + f(afl)+...= (^) i [^(°) + *(*) +?(»*) + 

011, ce qui revient au memo, 

(18) a 1 |”^ f(o) + f(a) + f(aa) + .. .J = b % jp( 0 ) + cp(&) 4- 9(26) + .. . J . 
Ainsi, lorsque la serie 

f(o), f( a), f (Jfl), ... 

est convergentc, l’equation (18) subsiste entro les fonctions r6ci- 
proques de premiere espece designees par les lcltres f et 9, pourvu 
que les nombres a, b verifient la condition (16). 

II importe d’ob server que la serie 

cp(o), cp(b), <p( 2 b), ... 

peut quelquefois se reduire a un nombre fmi de termes, et qu’alors 


( 1 ) OEuvres de Cauchy, S. II, t. VI. 
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pour ties valeurs do ct>, renfermees entrc les limitcs 0,211, 


Si, dans la formule (18), on pose 


elle donnera' 


(23) or [--he --he 2 -4-. . . j = U 1 ( - -+- e 


les nombres a, b etant toujours assujettis a la condition 


Si, dans I’equation ( 23 ), on remplace a- par ‘ici- , et \r par 2 b~, on en 
conclura 

(2/1) + e _fl *H- e~ kai -h e- 9/ji +...^ = b* 4 - e~ b *-h e-^^-h er* b '-h .. 

les nombres «, b etant maintenant assujettis a verifier la condition 


J’ai signale les Ibrtnules (18) et (2/1), avec la metliode par laqnelle je 
viens de les reproduire, dans le Bulletin de la Socie'te philomaliqae 
dc 1817 ( 1 ), et j’ai developpe celte metliode dans les lemons donates 
la meme annec au College de France. La relation etablie par la for- 
mule (2/1) cntre les terines ties deux series 

(26) 1, e~«\ e~ ka \ e~ 9a % 


parti ttlignc d’attention a Fauteur tie la Mecanique celeste , qui me dit 
l’avoir veriflee dans le cas oti Fun des nombres a, b devient tres petit. 
Elfectivement la formule (2/1), que Fon peut ecrire comme il suit, 


(*) OEuvres de Cauchy, S. II, t. II. 
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clonnera scnsiblcmcnt, si a sc reduit a un tres petit nombre a, 



ct, pour verifier cette derniere equation, il suffit d’observer que, d’apres 
la definition des integrales definies, le produit 

a pour 1 finite 
(^ 9 ) 

La formulc (18), avec la demonstration que nous en avons donnee, 
peutetro etendue, ainsi que la formulc (24), a des valours imaginaires 
de a , renfermees entre certaines limites. Ainsi, en particular, la for¬ 
mula (24) continue de subsister, comme l’a dit M. Poisson, quand on 
y rein place a- par a- \J —1. Kilo subsiste mcme generalemcnt, quand 
on prend pour a- une expression imaginaire, pourvu que les parties 
reellcs de a ct de b soient nullcs ou positives ; et Ton pent retrouver 
aussi une autre formulc, deduitepar M. Poisson de l’equation (18), 
dans un Memoire sur le calcul numerique des integrales definies. 
J’ajoulerai que, pour arriver an cas oil la partie reelle de a s’evanouit, 
il convient d’examiner d’abord celui oil la meme partie reelle est infi- 
nimentpetite, mais positive; et qu’en operant de cette maniere, on pent, 
de la formulc (24), deduire la somme de certaines puissances d’une 
racine de requation binome 

( 3 o) 

n etant un nombre entier quclconquc; savoir : la somme des puis¬ 
sances qui ont pour exposants les carres des nombres en tiers infe- 
rieurs a n. C’est ce que nous allons expliquer plus en detail. 

Nommons p une racine primitive de I’equation ( 3 o). On pourra sup- 
poser 

(3 0 


«(i- 


r 


p = e u> \ /=i . 
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la valeur de cn etant 


( 32 ) 


etalors les diverscs racincsdc 1 ’equation ( 3 o) pourront etre represen¬ 
tees parccllesdes puissances do p, qui offriront des valeurs distinctes; 
par exemple, paries termes de la progression geomelrique 

(33) . i = p°, P l , p 2 , p 3 , p 7 ' -1 . 


Si, dans cctte memo progression, Ton rem place les exposants 


par leurs carres 


o, r, 2 , 3. 


T, 4 , 9 i 


n — i 




on obtiendra unc nouvelle suite ; savoir : 

(34) f, p, pS p 9 , p (7l ~ 1)5 , 

et, si Ton nomine Ola soinme des termes de cette nouvelle suite, on 
aura 


(35) 


a = r + P -h p i + p 9 4 -... p (,i - l)i , 


on, ce qui revient au memo, 

(36) & = n- h- 

Gela pose, O sera evidoinment ce quo devient la somnic des n premiers 
termes dc la serie (26), quand on y reiuplace « 2 par — co y'—1, e’est- 
a-dire, lorsqu’on prend 

(37) 

Or, dans ce cas, la formule (23), 011 


donnera 

(38) 


a* b- = 7 i 2 , 


\<m: \, 
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H, on adoptaut rotto \alrtir do //\ mi vorra los loriuos dislinots do la 
time m* roduiro aux doux promiors, oVst-ii-diro, auxdotix lortnos 
<iu ldnmno 

t - r l ' fir 1 * ’» 

On doit d»»ur nhittrudro it \»»ir IVquatinn ( -i \} found r uno rotation 
ontro hi Hummn ro proton tor par U ot It* tdnmno clout il s’agit. Or, 
odootivoinout, pmtr ohlomr rotto rotation, il sutlira do supposin', dans 

rOftiation I ’’ i 1 . 

( M\ i o’ ^ \ * *' v ’ »« 

a‘ J dost^tmnl utt itnmlirr iiiliiiimont potit. Dans ootto supposition, 
« a didoraiit tri“* pou do n \ i, ¥ dovra trim pou dilloror do 

nr ~ \ i, Dour, hi |‘tm post* 

( o»i & * *'* v ■ *» 


¥ s'ovanmiira on mdmr tomps quo a 1 ; ot, rum mo la oondilion ( 20 ) 
domtora 


mj.ro t|ii 1 roviont an tm*m »♦, 


1 4 


mi on rmtrlnra *on *uldt*im-»t 


1 - * * 


OonrovmjH uiiMiitouant tftio Ion miiltiplio par /** ot par 2 $ los sonnnos 
dos i '*(1 1 ot 1 a* 1 , **« «*v a tit ogard aux iormulos (dq), (4 ( 0* 
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supposant oc,6 infmiment petits. Comme chacun des produits 


—n’a 2 _|_ f,— 4n’a J _ 


n a [ e' _ai H- h- . . . ], 

n a [ 4- + ...], 

2 ^ H- e_16g5 H_ • • •) 5 
se reduira sensiblement a l’integrale definie 

r e~ xi dx — -71% 

2 

on trouvera, sans errcur sensible, non seulement 

+ e _ni 4- e- ,Kl! 4-. . = ^7 : 2 (j 4- e 65 /- 1 + . . . 4 - ef't-oW 115 ’), 

on, ce qui revient au meme, 


mais encore 

2 §(b-1-e- fc, ++ . 4 -e 2 ^ ), 

puis, on conclura, eu egard a la secondc des formules (4i), 

a 


- 4- e~ a 4- e~ hn 4 - e' 


,—Vn’ 1 p — 9« 2 1 


( 42 ) 




D’ailleurs, en vertu de la formule (24) 011 (28), le premier membre de 
l’equation (42) sera equivalent an rapport 


7 T- 

a 


Done, en supposant que les valeurs de a 1 , b 2 determinees par les for¬ 
mules (37), ( 38 ), c’est-a-dire, en faisant fevanouir a et S, dans les 
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form ales (39), ( 4 o), on troavera 


ou, ce qni revient au meme, 


TC~ 

a 5 


(43) 


Mais alors de l’equation (37) presentee sous la forme 


2eI — (aY e T ^ 

K n J ’ ci ~' \ 2 ) 


on tircra (voir VAnalyse algebrique, Chap. VII et IX) (') 

L 

^(i + V/^T). 

Done la formnle ( 43 ) donnera 

( 4 « 

En consequence, Ton aura: i° si n est de la forme L\x, 


(45) G = n* (1 + \J— 1 ); 

2 0 si n est dc la forme l\x + r, 

(46) G=/i*; 

3 ° si n est de la forme L\x 4- 2, 

(47) £ = o; 

4 ° si n est dc la forme 4# -f- 3 , 

(48) & = 

Ainsi les formules ( 44 ), ( 45 ), ( 46 ), ( 47 ), ( 43 ) que M. Gauss a eta- 
blies dans Tun de scs plus beaux Memoires, et dont M. Dirich-let a 


( l ) OEuvres de Cauchy, S. II, t. III. 
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dontie une demonstration nouvelle en i 835 , se trouvent comprises, 
comme cas particnliers, dans l’equation (24) de laquelle on deduit 
immediatement la formule C'44)* en attribuant a l’exposant — a 2 une 

valeur infiniment rapproch.ee de la valeur imaginaire i, ou, ce 

qui revient au meme, on reduisant 1’exponcntielle e~ ai a une racine 
primitive p del’equation ( 3 o). 

11 est important d’observer que, dans les equations precedentes, la 
valeur do Q, determinee par la formule ( 35 ), peut encore s’ecrire 
comme il suit 

(49) ft = i + a (piH-p*H-p« + ..:+p^~)), 

puisquc, /etantun entier qaelconquc inferieur a - n, on aura genera- 
lement 

— (mod./i). 

Nous avons suppose, dans cc qui precede, la valeur de p determinee 
par la formule ( 3 i). Pour savoir ce qui arriverait dans la supposition 
contraire, il convient d’examiner d’abord separement lecasou/i estun 
nombrc premier impair. Dans ce cas, si Ton nomine 

h, h', k", 

les residus, et 

k, k', k", 


les non-residus, inferieurs a ji, les termes de la serie 

p u , p /l ', p h “, ... 

se confondront, a Pordre pres, avec les termes de la serie 

p, p\ p 9 , ..p^ 2 ^ ; 

ct, par suite, on aura non seulement 

1 H- p h H- p / 4 'H- p h " H- . . . H- p ,c -\- p /ir '-+- p /i "H-...= ) + p + p J + ..,+ p "- 1 = 0, 

011, ce qui revient au meme, 

1 + p A -i- p /i 'h- p /l "+... = — p k — p k ' — p k “ —..., 
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mais encore 

f — 

p -t- p 4 H- 2 / — p A + p^H-.. .. 

Cela pose, la valeur dc Q, donnee par la formule (49), deviendra 

( 5 0) ^ = 1 H-2(p /t H-p /i '-hpA ,, H-. . 

on memo 

(51) £2r=:p /l H-p/ i 'H-p^H-...-pA— 

D’ailleurs, le second membrc de la for mule ( 5 i) est une function 
alternee des racincs primitives de 1 ’equation ( 3 o), et si, dans cette 
function, I’on rcmplace p par p m , m etant premier a n, elle changera ou 
ne changera pas de signe,, en conservant, au signe pres, la meme 
valeur, suivant que m sera on ne sera pas residu quadratique (p. 232). 
Done, si n est un nombre premier impair, la valeur de 0 cletcrminee 
par la formule ( 35 ) on (49) ne sera autre chose qu’une fonction 
alternee des racincs primitives de l’equation ( 3 o); et la substitu¬ 
tion dc p m a p, clans cette function, n’aura cl’autre clfet que de faire 
varier la valour do(2 dans le rapport de 1 a |^~j* Done, puisqu’en sup- 
posant 

p — 

on a, en vertu de la formule (46) ou (48), 

( 52 ) Q = n*(\/^n)(~ r K 
si I’on suppose au contraire 

(53) ' . p- e W=I, 

m etant premier a n, on trouvera 

(54) = . 

Si m cessait d’etre premier a n, e’est-a-dire, s’il etait divisible par n, 
alors la formule ( 35 ) donnerait immediatement 

(55) G = /i. 


OEuvfes de C. — S. I, t. III. 
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Supposons maintenant quo. n soit le carre tl’un nombre premier v, 
en sorte qu’on ait 

n ~ v-; 

alors cos deux en tiers 


qui seront divisibles par v, et dont le nombre sera v, offriront des 
carres divisibles par v ! on n. Done, dans le second membre de la for- 
m'ule ( 35 ), v puissances de p, qui oflriront ces carres pour exposants, 
se reduiront cliacune a l’unite. Si d’ailleurs on continue de nommer 

h, h'; h\ . • • 


les residus quaclratiques inferieurs a n, on obtiendra, an lieu de lafor- 
mule ( 5 o), la suivante : 

(56) ^ = v- + - 2 (p A +p /l '-hp /i '' + ...). 

Enfin, si p designe unc racino primitive, dc l’equation ( 3 o), ct si, 
parmi les residus quadratiques 


relatifs an module 


h, h', h", 


on considere ceux qui sont equivalents a un memo nombre, represen- 
tant un residu quadratique relatif au module v, cos resides correspon¬ 
dent a des puissances de p, dont la sommo sera nolle (p. *48-249). II 
y a plus, pour quo cette sommo s’evanouisse, d nc sera pas necessaire 
quo p designe unc racine primitive de l’equation ( 3 o), mais seulement 
U nc racine distinctc de 1 ’unite. Done par suite si, ne tant le carre d un 
nombre premier impair v, p differe. de I’unite, la somme totale des 
diverses puissances de p, qui offriront pour exposants les divers resi¬ 
dus quadratiques, s’evanouira, cn sorto, quo l’on aura 

, p /i -hp /l '+p / '" + - • . = 0 , 

ct l’equation ( 56 ) donnera simplcment 
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Si o se reduisait a l’unite, la memo equation clonnerait 

Q — n, 

et l’on se retrouyerait ainsi ramene a l’equation ( 55 ). Au reste il est 
facile clercconnaitre que 1’equation (57) se trouve elle-meme comprise, 
comme cas particular, clans la formule ( 54 ), lorsqu’on attribue gene- 

ralernent a la notation |~—J le sens que lui clonne M. Jacobi, etque l’on 
pose en consequence 



Supposons enfin que n soit une puissance entierc d’im no mb re pre¬ 
mier et impair v, en sorte qu’on ait 

n — v a . 

Alors, par des raisonnements semblables a ceux qui precedent, l’on 
prouvera encore que l’equation (545 subsiste, pour des valeurs de m 
premieres a n, pourvu que l’on pose generalement avec M. Jacobi 

[?]=[■]•• 

Effectivement, m etant premier a n, posons 

p vn -‘ — g. 

C sera une racine primitive de 1’equation 

• — 1; 

et I’on reconnaitra sans peine : i° que, dans le developpement cle 0, la 
somme des puissances cle p clont l’exposant est divisible par une puis¬ 
sance cle v d’un degre inferieur a a— 1 s’evanouit; 2 0 que la somme 
cles autres termes se reduit, pour des valeurs paires de a, au nombre 

V 2 = II-, 

et pour cles valeurs impaires cle a , an produit 

V 2 (1 -h c* Hr S fv— ,J *)- 
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Or, comme on aura pour p = e Wv_l 



m cesse d’etre premier a n ; et Ton reconnaitra que, clans ce cas, 0 est 
le procluit d’une ccrtaine puissance dc v par ia valour cleO qu’on aurait 
obtenue, si Ton cut substitue au module n le denominateur dc la frac¬ 
tion ^ reduite a sa plus simple expression. Si Ton supposait m =v a , 
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on trouverait 

P = i, 

ct la valeur de O serait precisement celle que fournit l’equation ( 55 ). 

II est facile de verifier sur des exemples particuliers les principes 
generaux que nous venous d’etablir. Ainsi I’on trouvera, pourn = 3 , 


£2=:iH-pH-p 4 = iH-2p. 


Done alors, ensupposant 


p — co - 


ou, ce qui revient an meme, 


2 7T ,- . 2 7T I 3 1 /- 

: cos —v— i sin-5- =-1- y- 

3 v 3 2 2 v 


fl = 3 *s/— U 


tandis qu’en posant successivement 


2 2 


on trouvera, dans le premier cas, 


fl = -3V-i= | 3V-i, 


et dans lc second cas 


On trouvera de meme, pour n = 5 , 


& = i -t- pH- p 4 -h p°H- p 16 = i H- 2 p H- 2 p 4 . 


Done alors, en supposant 


,-; 

— /- 1 2 7 T /- . 2 71 

p — g s = cos-y + \/— 1 sin -y 
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on aura 

Q — I + 4 COS^? = 5 2 , 

0 

tanclis qu’en posant successivement 

p — g 2w v /— p — e 3w v /,_1 ) p — ', p = i, 

on trouvera, dans Ic premier et le second cas, 

L\% . 67: J 

p = i + 4 cos -y = i -h 4 cos -y — — 5 , 

on, ce qui reyient an memo, 



dans le troisieme cas, 

, 8 71 . 2 7T „5 

p = i ■+■ 4 cos -g- = i h- 4 cos — = 5 2 , 
ou, ce qui revientau meme, 

P 

et dans le dernier cas, 

P = 5. 

De meme on trouvera, pour x = 9 = 3 2 , 

= I -h p H- p^H- p 9 . ..-v- p 84 = 3 -H 2 (p -+- p* H- p 7 ) :-= 3 -+- 2 p | =3; 
et, par suite, 

1 

G = 3 = 

a moins que p no se reduise a l’unilc, et lavaleur deQa cclle quedonne 
la formule 

G = 9. 

Si au contraire 1 ’on prend x — 27 = 3 3 , on trouvera 

ii = i-l-pH-p' i - + ...H- p 2r ’ 2 = 3 H- 6 p 9 2 p (i h- p 3 + . . . + p n ); 

et, par suite, en supposant 
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& = 3(l + 2 p 2 ), 

oil, ce qui revient an memo, 

= 3 (i-h 2e 3 ^ ) —3.3^^—i = ‘Z'fsj —/, 
tandis que, si Ton pose 

p — e wio/-i | 

m etant premier a 3 , l’on trouvera 


& = 3 2 (i +2 cos O = [f] a7 V-i, 

on, ce qui revient au meme, 

£2 =[^] 27 V z ^- 

Si m cessait d’etre premier a 27, alors on trouverait: i° en supposantm 
divisible une seule fois par 3 , 

£2 = 3 + 6 p 27 = 9 ; 

2 0 en supposant m divisible par 3 2 = 9, 

£2 — 3+6 + 2.9 = 27. 

Passons maintenant au cas oil le module se reduit a 2 ou a une puis¬ 
sance de 2. 

Lorsqu’on a precisemcnt n = 2, 1 ’equation 

x-=. I 

ollre pour racines 

— 1, + 1; 

et par suite la valeur do 

£2 = r + p 

se reduit a zero ou a 2, suivant que I’on prend pour p la racine positive 
ou la racine negative. Dans le premier cas, on retrouve la formule ( 55 ). 
Lorsqu’on suppose x — — 1 ’equation 
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a, pour racines primitives, 


et 


p = e „V=I = =V CTT 

p^e^v^ — e * ^ =— \J —r. 


Alors les valeurs de 0 que fournit l’equation 

£<5 = t -+- p H - p 4 -f- p 9 — 2(1 -+- p), 

quand on y pose successivcment 

P= \/—i> p=—v/— I, 

sont 

^ = 2(1 + v/— 1 ) > 

£2 = 2 (i — y/^7). 

La premiere de ces valeurs est, comme on dcvait s’y attendre, cello 
que fournirait l’equation ( 45 ). Si Ton prenait pour p, non plus une 
racine primitive de l’equation 

3 C ,¥ — I, 


mais 1’une des deux autres racines — 1, 1, la formulc 

£2 = 2(i -)-p) 


donnerait, pour p = — 1, 


et, pour p — 1, 


£2 = o 


£2 z= 2.2 = 4 - 


Lorsqu’on suppose n = 2 3 = 8, l’equation 

^ ,8 = 1 

a pour racines primitives les expressions imaginaires 

e U) ' /-1 , e 3w v /—1 , e 8w v^ _1 , e 7w /- 

1 ’arc w etant ^ = 011, ce qui revient au memo, les expressions ima- 
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ginaires 

r 4 - y/—i -1 + ^-1 — i — v/— i -t- t — v/ — 1 . 

yA yA \A yA J 

ot, si Ton prencl alors pour p 1 ’une cle ces expressions, la valeur de 0 , 
generalement detenninee par la formule 

rz i -+• p + p 9 -(- p 16 -(- p 2S p 3G -f- p 49 = 2 (l -f- 2p p 4 ), 

se reduira simplement a 

4 p = 8” 2 (±irf=v/~;- 

Lorsque, dans ce dernier produit, on reduit chaque double signe au 
signe h-, on retrouve, comme on devait s’y attendre, la yaleur de Q 
fournie par l’equation ( 45 ). Si Ton prenaitpour p une racine non pri¬ 
mitive de l’equation 

X % —\, 

e’est-a-dire 1’une des racines 

y/~, —i, i, 

qni verifient l’equation de degre moindre 

X W —\, 

la valeur de O, reduite a 

4 (j + p), 

serait evidemment double de celle qu’on aurait trouvee en supposant, 
non plus n = 8, mais n— L\. 

On obtiendrait avec la meme facilite les valeurs de Q correspondant 
a n = 2* = 16, a n — 2 5 =32, etc. 

Concevons maintenant que n , cessant de representer un nombre 
premier ou une puissance d’un tel nombre, designe lc produit de plu- 
sieurs facteurs premiers 

v, v', v", 

eleves a des puissances entieres, dont les degres soient respective- 

OEuvres de C. — S. I, t. Ill. 
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ment 

a, b, c, . .., 

en sorte que l’on ait 

(58) n = v a v ll, v , ' c . . .. 

Alors, en vertu du theoreme IV cle la Note VI, si Ton represente par p 
une racine primitive dc l’equation (i), p sera de la forme 

(5 9 ) p = 

chacun des facteurs 5, v),... designant une racine primitive de la 
premiere, on de la seconde, ou de la troisiemc, etc. des equations 

(60) a? v “=ri, I, 

et les n racines de l’equation (i) seront les n valours qu’on obtient 
pour p', en prenant successivement pour l tous les enliers 

o, i, 2 , 3, ..., n — i 

inferieurs a n. Soient d’ailleurs 

X V, y, ... 

les restes qu’on obtient en divisant successivement l’exposant l paries 
divers facteurs 

v«, v' 1 ’, v" c , . . . 

de l’exposant n. Comme les valeurs dc A seront en nombre egal k y a , 
les valeurs de V en nombre egal a v' b , les valeurs dc A" en nombre egal 
a v //c ,..., les systemes de valeurs de A, V , A", ... seront en nombre 6gal 
au prodnit 

v a v ,h v" c . . . = n, 

c est-a-dire, en meme nombre que les valeurs de /. Done a cliaque 
valeur de /correspondra un seul systeme de valeurs dc A, A', et 

reciproquement. Ce n’est pas tout. Comme les formules 

1^1 (mod. v a ), l=V (mod.v'A), l~y (mod.v^), 
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entraineront evidemment les suivantes, 

l l =l l (mod.v a ), (mod.v' 6 ), 1 1 e==Y 1 (mod.v' /c ), 

quel que soit 1’entier designe par i, on peutaffirmer quel’equation (09) 
entrainera non seulement la 1‘ormule 

(61) p l ■= 
mais encore la suivante, 

( 62 ) p <l = 1 .... 

Done, en posant, pour abreger, 

v “=?» V '* = 3C> *'*=+> •••. 

on aura non seulement 

( 63 ) I I +P + P 2 + P 3 - ! ---- + P' l ~ 1 

I =(i4-l--+-£*-+-£• + .. .-+-£p _1 ) (1 -i- m -i- *o 2 -h m 3 -t-... 4 -vpf- 1 ). . 
mais encore 

( x p -+- p 2 ‘ p 3 ‘ -h . . . 

(64) < = 

[ x (i + n + r5 2 ‘-h- m 3t .. .-i-Y)<x- 1)t ) — 

Ainsi, en particulier, en prenant 1 = 2, on trouvera 

[ i-t-p +p ; H-p 9 + p' ra ~ 1)a 

( 63 -) = + + 

( x (ih-yj -i- m 4 -i- m 9 -f~.. — 

De cette derniere formule, que M. Gauss a etablie comme nous venons 
de le faire, il resultc evidemment qu’une valeur de O, correspondant 
a une valeur donnee du degre n de 1’equation ( 3 o), est le produit de 
divers facteurs dont chacun represente une valeur de O correspon¬ 
dant, non plus au degre donne n et il I’equation ( 3 o), mais a Fun 
des degres v°, v' 6 , v" c , ... et a l’une des equations (60). Done, puisque 
nous avons appris a trouver la valeur de Q correspondant au cas oil n 
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est une puissance d’un nombre premier, la formule ( 65 ) offrira le 

moven d’obtenir la valeur de Q dans tous les cas possibles. 

Considerons en particulier le cas oil n est un nombre impair com¬ 
pose de facteurs impairs inegaux 

V, v', v", . . . , 

en sorte qu’on ait simplement 

vv'v n . . . = n . 

Alors les equations (Go) deviendront 

(66) x v =z i, 

par consequent, la formule ( 65 ) sera reduite a 

; i + p -+- p 4 h- p 9 . . .-h p ( ' l ~ l)! 

(67) |= (l +• X -H T + • • •+ 

( X (l H-Y) - 1 - Y] 9 -f-. . .-f- Yp v '-O a ). .., 

et I’on conclura de cette formule que la valour de Q, correspondant a- 
I’equation ( 3 o), est le produit de facteurs dont cliacun rcprescnte uno 
valeur deQ correspondant a 1’unc des equations (66). D’aillcurs, d’apres 
ce qui a ete dit plus haut, le premier, le second, le troisieme, etc. 
de ces facteurs represcnteront des sommes altorne.es des racines pri¬ 
mitives dc la premiere, de la seconde, de la troisieme, etc. des equa¬ 
tions (66). Done, le produit de ces memes fac lours, on la valeur dc (2 
correspondant a l’equation ( 3 o), representera une somme alternee 
des racines primitives de cette equation ; et, en raisonnant com mo lx 
la page 276, on rcconnaitra facilcment que la formule ( 5 s) entraine 
encore, dans le cas dont il s’agit, la formule ( 5 /j). 

Pour montrer une application- dc la formule (67), supposons en 
particulier 

11 — 1 5 = 3.5. 

Alors on trouvera 

^ = n-p-t-p 4 +p 9 -i-... + p 1 * 3 

= 1 -1- 4 p -i- 4 P 4 -i- 2p G + 2p 9 -t- 2p 10 = (i -+- 2p 10 ) (1 H- ap°+ 2p fl ); 
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et, par suite, si 1’on pose 


£ = p 10 , Y)—p G , 

on aura 


& = (l + 2^) (l + 2Y] -t- 2Yp), 

oil, ce qui revient au memc, 

& = (i -i- X -i- ) (i -i- in 4- -+- yj 9 + n l6 ), 

attendu que, p etant racine de l’equation 


5 = p 10 sera racine de I’equation 

X 3 '= I, 

et Y] = p c racine de l’equation 

X 6 =l. 


Si, pour fixer les idees, on suppose 


on trouvera 


^ v'-1 2 7T /- . 2 % 

P — e ' B =008-^5+V-i sin-^-, 


£ — e 3 , f]—e" , 


i -+- a^ = — 3* — I, I + 2 Ti -h 2Y) 4 = — 5% 

et par suite on aura, conformement a l’equation ( 52 ), 
S2 = (— 3(— 5 5 ) = i5 a \f~. 
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NOTE XI. 


MfiTHODE SIMPLE ET NOUVELLE POUR LA DETERMINATION COMPLETE DES SOMMES 
ALTERNEES, FORMEES AVEC LES RACINES PRIMITIVES DES EQUATIONS BINOMES. 


Soit 

P 

une racine primitive dc Tequation 

(l) x n =l, 


et supposons d’abord que n soit un nombre premier impair. Les di- 
verses racines primitives de Tequation (i) pourront etrc representees 
par 


ou par 


p, p 2 , p 3 , p n ~ l , 

p 2 " 1 , p 8/w , •••> p( /i_ 


m etant premier a n. Soit d’ailleurs CD une somme alternee de ces racines 
primitives. Cette somme sera de la forme 

( 2 ) CD = p A -f- p h '~ 1- p h "-\-. . . — p k — p k '~ p k " —. . ., 


les exposants 


2 , 3, ..., n — 1 


etant ainsi partages en deux groupes 

h, h', h", ... el k, k\ k", ..., 

dont le premier pourra etrc cense renfermcr les residus quadratiques 

1, 4, •••; 

et le second les non-residus suivant le module n. Si Ton suppose en 
particulier n = 3 , on aura simplement 

CD^p 1 — p i =p l — p _1 , 

en sorte qu’une somme alternee cD pourra etrc representee, au signe 
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pres, par le binome 


P 1 — P~‘. 


ou plus generalement par lc binome 

m etant non divisible par 3 . Si n devient egal a 5 , les binomes de la 
forme p' w — p~' n se reduiront, au signe pres, a run des suivants, 

P 1 - p * = p l - p-\ p 2 - P » = p 2 - p- 2 , 
ct le produit de ces deux derniers binomes, savoir 
(P 1 —P*)(P 8 — p :J ) = P"-Hp 3 — P — P 4 , 
representera encore,- au signe pres, la somme alternee 

(D — p H- p ,f — p 2 — p 3 , 

qui pourra s’ecrire comme il suit : 

= (p 1 — p- 1 ) (p 3 — p-) 

Tajoutc qu’il en sera generalement de memo, et que, pour line valeur 
quclconque du nombre premier n , la somme alternee cb pourra etre 
reduite au produit <£ determine par la for mule 

(3) « = (P 1 - p- 1 ) (P 3 ~ p-~ 3 ) • • • (P' 1 " 2 - 

Effectivcment, co produit, egal, au signe prfcs, au suivant, 


(p> — p'*)(p 2 —p' 1 ' 2 ).. Ap 2 — p * A 

changera tout au plus de signe, quand on y remplacera p par p"\ attendu 
qu’alors les termes de la suite 

p, p 2 , p 3 , ..., p ' 1 - 1 

se trouveront remplaces par les termes de la suite 

* P^f p^^y p^ my * y 
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qui sont les memes, a l’ordre pres, ct chaque binome de la forme 
P ! — ?~ l 

par un binome de la meme forme 

p ml -~ p-ml. 

Done le produit ne pourra representer qu’nne fonction symetrique 
ou une fonction alternec des racines primitives de l’equation (i). Done 
il sera de Tune des formes 

a, a®, 

a designant une quantite cntierc positive on negative, et son carre $ 2 
sera de Time des formes 

a 2 , a 2 ® 2 . 

Comme on tirera d’ailleurs de l’equation ( 3 ), non seulement 

pl+ 3 + 5 +...+(B-!)p __ p - 2 ) (I _ p-«). . .(I _ p-aC«— 

ou, ce qui revientau meme, 

(i-p' l - 2 )(i — p n ~ 6 ). ..(i — p*)> 

mais encore 

® = (—0 * P ^ 2 ^ (i — p 2 ) (i — p G )• - • (i — 


et par suite 


r=(-l)~(,-p 2 )(i_p^)(i-p«)...(i-p»-0)(i_p^)(i-p"- 2 ) 

= (— — p)(l — P 5 )- ••(! — P' 1 " 1 ) 

il est clair que 3 ? 2 , n’etant pas de la forme a 2 , devra etre de la forme 
a 2 ® 2 . On aura done 

(4) (— if 2 ""/*^ 2 ® 2 , IP — a CD. 

Or, ® 2 ne pouvant etre qn’une fonction symetrique de p, p 2 ,p tt_1 , 
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et par consequent nn nombre entier, la seule maniere de verifier la 
premiere des equations (4) sera de poser 


On aura done 
par consequent 
(5) 


(Q® = (—i) ^ n , 

a =± i, 

® = ±( 0 ; 


ct toutc la difficulte se reduit a determiner le signe qui doit alfecter le 
second membre de la formule (5). Or, si, dans la somme alternee 

(D — p h 4- o' 1 ' p' 1 " 4- ... — p* — p k ' — p k "—. . •, 

on remplace generalcmcnt 

p' par [A], 

cette somme sera rcmplacee ellc-meme par la suivantc, 



tandis quo la somme alternee ® se cliangera on 
— (n — i)==i (mod.n). 


Done, pour decider si, dans la formule (5), on doit reduire le double 
signe au signe -+- ou au signe —, il suffira de chercher la quantite en 
laquelle sc transforme le developpement de $, quand on y remplace 

chaquc terme de la forme p' par ct de voir si cette quantite, 

divisee par n , donne pour reste - i ou + i. Or, comme le devcloppe- 
ment dc £ se composera de termes de la forme 

4- 0 ±1±3±5±... 

le signe qui precede p etantle produit des signes qui, dans I’exposant 
de p, precedent les nombres i, 3, 5, ..., la quantite dont il s’agit sera 
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338 


MEM01RE SOR LA THEORIE DES NOMBRES. 


la somme des expressions de la forme 


f dr i d= 3 : 




le signe place en dehors des parentheses etant le produit des signes 
places au dedans. Elle sera done equivalente, suivant le module n, a la 
somme des expressions de la forme 

(6) ±:[±i±:3dr5dr...±:(/i — 2 )] 2 . 


Ainsi, en particular, elle sera equivalente, pour n~ 3, a 
i 1 — ( — ]p— — x (mod. 3); 

pour n~ 5, a 

(M-3) 2 +(-i — 3) 2 — (— i + 3) ! - (i — 3)*== 4 =— i (mod. 5). 

D’ailleurs, si Eon suppose le nombre des lettres a, b, c, ... egal a m, 
la somme des expressions de la forme 

( 7 ) zt(±a± b±c±. . .)>% 

developpees suivant les puissances asccndantes de a, b, c, ..., ne 
pourra renfermer aucun terme dans lequel 1’exposant de a, ou de b, ou 
de c, s’evanouisse. En effet, comme, dans cettc somme, deux expres¬ 
sions qui ne differcront Tune de l’autre que par le signe place devant 
lalettretf, presenteront, en dehors des parentheses, des signes con- 
traires, dies fourniront deux developpements, dont les divers termes 
se detruiront mutuellement, a 1’exception de ccux qui renfermeront 
des puissances impaircs de a. Done, chacun des termes qui resteront 
dans la somme dont il s’agit sera proportionnel a une puissance 
impaire de a\ et, comme il devra etre, par la memo raison, propor¬ 
tionnel a une puissance impaire de c, ..., il est clair que, dans un 
terme conserve, ces diverses puissances, dont les exposants auront 
pour somme le nombre m, devront toutes se reduirc a la premiere 
puissance, et chaque exposant a I’unite. Done, les souls termes qui ne 
se detruiront pas les uns les autres, scront les termes proporlionnels 
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a In'. . . 


dt' (unit's l«‘s lotlros 11 , h y i\ oU |mis(jiu‘ ohauuno dos valours do 
l'oxpro>Mon ( ~) ollro dans son dovoloppomonl nn somblablo lormo, 
prooisomont ogal an produil 

(, t . •». .1. . . . ,, 

il sudira, pour obtouir la soitum 1 do ot's valours, do mullipltor lt'iir 
tunnbro •i ,H par oo momo produil. Dono la sommo dos valours do l‘ox- 
prossiun t 7 ) sora 

•A"*(t,u.3,. ,m)nhv ., .. 


Si mainlouatil on romp la 00 


par los uumbros 
lo produil 
doviondra 


a t b % r, 


1 , 3, 5, ‘Jim 1 , 

•4 ,w ( 1 . u. .1. ., m ) a he. ., 


•4 m ( 1 . ■*. 3.., m ) i, 3. f>... (,u« 1 ) 1 . a. 3.4.,. a m. 


Demo, on oorivant an lion do w, on rooonnnitra quo la sommo 
dos oxprosMuus ((i ) a pour valour lo produil 

1 . u. 3... (« j) 1 (motl.«). 


Dono <t’ so trans form ora on uno sommo. oquivalonto a- 
romplaoo gdndralomonl 


fj par 



1, si Ton y 


d’ou il suit quo Toq nation { N) dovra cHro ro.duito it 

iH 1 ‘t‘-in. 


Eu d*aulros lormos, on aura 

\ (p l o' 1 )!? 1 p 1 p' ln ,J ) 

^ ft* -f. p* 4- — p 4 ft 4 " - p 4 \ . ., 
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Ji, h', h\ ... etant les residus quadratiques, et k, k', h", ... les non- 
residus quadratiques inferieurs an module, n. On sc trouvcainsiramcn£ 
a la belle formule quo. M. Gauss a donnee le premier dans le Memoire 
intitule : Summatio serierum quarumdam singularium, et qui conyertit 
la somme alternee 

(D = p /4 + p /4 ' + p /4 "-l-.. . — p k ". . ., 

dont le carre ® 2 verifie l’eqnation 

(io) (— i) 2 n, 

en un produit de la forme 

(p 1 _ p - 1 ) (p3_ p-3). . <( p«-“— p-<«-*>). 

Or, cette conversion une foisoperee, il dcvient facile, commc Ton sait, 
d’assigner, dans tous les cas, la valour exacte de la somme alternee 
On y parvient, en elfet, commc il suit. 

Observons d’abord qu’en vertu des formules 

P K_S — o-f»- a )=— (p* — p“*), p»-*—p-<»-» = —(p*—p-o, 

le premier membre de l’equation ( 9 ), ou la valour de la somme co, so 
reduira : i° si n est de la forme L\x -t- 1 , a 

(■0 ®=(-o !Lr! (p'-p-‘)(p ! -p- 5 )...(p 2Ti -p _:L f J ),- 

2 0 si n est de la forme L\x -+- 3, a 


( fa ) ® = (— 0 4 (p 1 —p -1 ) (p 2 —p -2 )-•-\p 2 —p 2 A 

attendu que le nombre des cntiers pairs, et inferieurs a -n, sera 


et 


1 n — t _ /i — i 

2 2 — 4 ’ 


2(2 0 4 


est pair, 
est impair. 


D’autre part, si Ton pose 
(■?) 


2TC , -- 

p = e -' C1 , 
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on on conelura generalement 

04) p' — p~~ l = 2 sin^A/— i ; 

et il cst clair quo, pour toute valeur cle l inferieurc a ^ n, le coefficient 

de y/ — i, dans le second mcmbre de l’equation (14), seraune quantite 
positive. Enfin, I’on tirera de l’ecjuation (14) : i° en snpposant n de la 
forme l\x -+- i, 


(i5) 


(p 1 —p _1 )(p 2 -p~ 2 )-• Ap 2 -p 


, .— r~ — T~ . 2 7 T . L\ 7 T 

: (— r) " 2 2 sin — sm— • • sin- 


2° cn supposant n de la forme L\x -+- 3 , 

l (p 1 —p-'Xp’—p- ! )..-(p ’ —p * ) 


(16) 


77—3 77 — 1 / if 

/ v— r~ ~T~ . 2TT . 4tT . 2 ,- 

= (— i) * 2 2 sin—sm-sin-v— i • 

' 1 ii u n 


Done, si I’on attribue a p la valeur que determine 1 ’equation (i 3 ), on 
tirera des forinules (n) et(i2): i° en supposant n de la forme (±x -+- i, 


('7) 


—T" . 2 7T . LiTZ 

03 = 2 sin — sm - -sin - 

n n 


2° en supposant n de la forme l\x -+- 3 , 


—T— 2 IT . [\Tt 

(18) 03 = 2 2 sin — sin-sm- 

v ' n n 


Or, en substituant l’une de ces demises valeurs de la somme alternee 
03 dans la for mule (10), on en conelura que le produit 


. 2TT . ^TT 

2 2 sin — sin-sin - 


a pour carre le nombre n. Done ce produit, qui ne renferme que des 
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factcurs positifs, sera lui-meme positif, et egal an 2 . On aura done, quel 
que soit le nombre premier n, pourvu qu’il surpasse 2, 


(«9) 


■ . 2TT . 

sin — sin 
n 


4 rr 

n 


n — 1 

- 7T 1 

2 - 

• • sin-= n~, 

n 


et, par consequent, les equations (17), (18) se reduiront,.la premiere 


( 20 ) (.0 = n-, 
la seconde a 

1 _ 

(21) CO = 7i 2 1/— I; 

en sorte que l’une et l’autre seront comprises dans la formule 

( 22 ) CO = / 2 2 ( 1 /— l)^ 2 . ) . 

Si main tenant on veul obtenir la valeur de os corrcspondant a la 
yaleur de p que determine, non plus la formule (io), mais la suivante, 

(23) p — e » 

m etant un entier quelconque non divisible par n, il suffira' evidem- 
ment dc rcmplacer, dans la valeur de <b que fournit l’equation (22), 
p par p Hi , ou, ce qui revient au memo, il suffira de multiplier ccttc 
valeur par 

[?]■ 

Done, lorsque la valeur p sera clonnee par l’equation ( 23 ), m etant 
premier a n, la valeur de la somme alternee c© deviendra 

(24) <o=[ 2 j 

Les formules (21), (24) s’accordent avec les formules ( 52 ), ( 54 ) de 
la Note precedente ; et cela devait etre, puisqu’en vertu de la formule 


NOTE XI. 


343 


( 5 i) de la meme Note les sommes designees par Q, et par © sont tou- 
jours egales, quand, n etant un nombre premierimpair, p designe une 
racine primitive de [’equation (i). 

II n’en serait plus de meme si, dans les sommes Q et ©, on rempla- 
Cait p par la racine non primitive de I’equation (i), c’est-a-dire, par 
1 ’unite, puisqu’alors evidemmcnt la somme Q, se reduirait au nombre 
n, et le second membre de 1’equation (2) a zero. 

Les formules (22), (24) une fois etablies pour le cas oil n designe 
un nombre premier superieur a 2, il est facile de les etendre au cas oil 
7 i designe un nombre impair compose de facteurs premiers inegaux. 
Ainsi, en particulier, soit 

n = vv'; 

et supposons que, 5, yj etant dcs racines primitives des deux equations 

(20) xV—l, x' 1 '—], 

1 ’on pose 

( 26 ) p =?io. 

p sera une racine primitive de l’equation (1); et, si 1’on nomme 
(D, A, A' 

trois sommes alternees, formees avec les racines primitives des trois 
equations 

X n — l, X v — \, X v — I , 

de telle maniere que, parmi les termes afifectes du signe +, on trouve 
dans la somme alternee ® le terme p, dans la somme A le terme £, dans 
la somme A' le terme yj, on aura, en vertu des principes etablis dans la 
Note VII, 

( 27 ) cO = A A. 

Soit d’aillcurs m un nombre entier, premier a v et a v', par consequent 
premier a n ; et supposons qne, dans les sommes alternees 


(D, A, A!, 
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on remplace 
par 

Les valeurs de 


p> E, -o 
p"s i" l > 

CD, A, A' 


ne cesscront pas de verifier la condition (27) ; ct, commc, en vertu 
des principes etabiis dans la Note VIII, les valeurs de 
A, A' 


se trouvcront multipliees par les quantites 

[?} [?]■ 

dont chacune se reduit, an signc pres, a l’unite, la valeur de (D se trou- 
vera rnultipliee par le produit 

[?] [ 5 ] = [?]■ 

Done, la substitution de p M et p changcra ou nc changera pas le signe 
de la sommo alternee CD, suivant quo le nombre m verifiera la premiere 
ou la seconde des conditions 



Concevons, a present, que Ton pose 


I’equation (26) donnera 



et, comme on aura, en vertu de la formulc (22), 

4 = 4"= v'i (^/rrDC^)’, 

on con cl ura de l’equation (27) 

CD = n 1 (\/— i)( 2 ) ’ + ( 2 ) f 


( 28 ) 
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ou, ce qui revient au meme, 

( 29 ) (fi = (-i)V VJ( n /it 7)( : 4 :l ) j 

attendu que Don a identiquement 

11 y a plus : corarae les nombres 


dont la sommc 


(*-» 


est divisible par 2, seront tous deux pairs 011 tous deux impairs, on 
aura 

Done la formulc (29) pourra etre reduite a 

(3o) ' (Q = (— 1 ) 2 2 n~ z —i)( 2 

Cette derniere equation suppose que, dans la somme alternee ©, Tun 
des termes precedes du signe ■+■ est 

j— 

P = e n 

Si a la valour do os, fournic par l’equation ( 3 o), on veut comparer celle 
qu’on obtiendrait cn prenantpour Tun des tonnes precedes du signe ■+■ 
la valour de p determinee par la formula 

— rZT\ 

p = e" s , 

on conclura des observations precedernment faites que chacune de ces 
deux valeurs de cD est le produit de l’autre par 1’expression 
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Bone, puisque la premiere yaleur est donnee par la formule ( 3 o), 
la seconde sera fournie simplement par l’equation 

( 31 ) = ; 

et si, au lieu de poser 

p = e n \ 


on pose plus generalement 

mil v /rr 

p = e n , 

on devra multiplier par | le second membra do, la formule ( 3 i), 
qui deviendra 

( 32 ) <$= [^]„i( v '—)(V). 

Les formulcs ( 3 i) et ( 32 ) no sont autre chose quo los formulas (22) et 
(2/1), etendues an cas oil n est le produit do deux facleurs impairs et 
premiers v, v'. 11 va plus: les raisonnements donL nous avons fait usage 
suffisent pour etendre les formulas (22), (2d) an cas oil n est le pro¬ 
duit dc deux factcurs impairs quelconques, pourvu quo cos facteurs 
soient premiers entre eux, quand on suppose cos memos formules 
separeinent verifiees pour des valeurs de n represenleos par ehacun do 
ccs facteurs. Done, puisque, 

V, v', , . . . 

etant des nombres premiers impairs, les formulas (22), (2d) sc veri- 
ficnt quand on proud 

n = v, n — v', n — v", . . ., 

elles se verifieront quand on prendra pour n le produit vv' do v par v', 
ou le produit vv'v" de w'par v", ..., et par consequent lorsqu’on pren¬ 
dra pour n le produit de tons les facteurs premiers v, v\ v''. 

En resume, si, n etant un nombre impair, e( le produit de facleurs 
premiers inegaux, co representc une somme allornee, formec avec les 
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racines primitives de l’equation (i), de telle maniere quo l’un des 
termes precedes da signe -+- soit la valour de p determinee par la for¬ 
mal c 


o — e 


et si d’aillcurs la somme cD est une fonction altcrnee des racines primi¬ 
tives, non seulement de l’equation (i), mais encore de chacune des 
equations que I’on pourrait obtenir en rempla<?ant successivement 
l’exposant n par chacun de ses facteurs premiers, on aura : i° en sup- 
posant n de la forme (\oc -4-1, 


2 0 en supposant n de la forme L\x -4- 3 , 


(34) cO = n % \j — t. 

Mais si, dans la somme altcrnee co, l’un des termes positifs est celui 
que determine la formula 

P~e 

on aura : i° en supposant n de la forme 4# + 1, 



2 0 en supposant n de la forme L\x - 4- 3 , 



II sera maintenant facile de determiner completcmcnt, dans tous les 
cas possibles, la valour d’unc somme- alternee CD, formee avee les 
racines primitives de l’equatioii (1). Considerons particuliercmenl le 
cas oil la somme (D est une fonction altcrnee des racines primitives, non 
seulement de l’equation (1), mais encore de chacune des equations 
qu’on peut obtenir, lorsqu’apres avoir decompose 1’exposant n en fac- 
tours premiers entre eux, on re replace successivement n par chacun 
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de ces facteurs. Alors, d’apres cc qui a ete dit dans les Notes VII, VIII, 
IX, pour quo la somme ® ne soil pas nulle, il faudra que, les facteurs 
impairs et premiers de n etantinegaux entre eux, le facteur pair, s’il 
existe, so recluise a Fun des nombres 

4 , 8 ; 

et Ton aura, ou 

( 37 ) (D 2 =/i, &=±n, 

ou bien 

(38) (D 2 = — n, (D = ±: n- y'—T, 

les formules (37) devant se verifier, par exemple, quand n est de l’une 
des formes 

4 x —h 1 , 4 ( 4 ^ h- 3), 

et les formules ( 38 ), quand n est de l’une des formes 
4.jr-h3, 4 ). 

Nous avons d’aillcurs donne (p. 296, 297) les conditions auxquelles 
doivent satisfaire les exposants 

h, h’, h", ... 

dans la formule 

CD = p h p k '-\- p h " p k — p k ' — p k '' —. . ., 

lorsqu’on on deduit les formules (37) ou les formules ( 38 ), et que le 
groupc des exposants 

h, h', If, ... 

renfermo l’unite. Or, de ces conditions on deduira sans peine, a l’aide 
de raisonnements semblables a ceux dont nous vonons de faire usage, 
les conclusions suivantes: 

D’aborcl, si Ton suppose n impair, et 

¥ ^ 

P = e n 

la seconde des formules (37) sc reduira simplcment a la formule ( 33 ), 
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et la scconde cles formules ( 38 ) a la formulc ( 34 ). Alors aussi, en pre- 
nant, non plus 


mais 




et sapposant m premier a n , on obtiendra, comme on l’a dit, non plus 
l’equation ( 33 ) ou ( 34 ). mais l’equation ( 35 ) ou ( 36 ). 

Supposons a present que, le factcur pair de n etant le nombre 4 . on 

designc par u le nombre premier ou non premier^; par 
a, g, p = ot.q 


des racines primitives des trois equations 


cnfin par 


x’*=l, X u — \ , X n — l t 

A, A', cO 


des sommcs alternees, formecs respectivcment avec ces racines, de 
maniere que, parmi les termes precedes du signe -+-, on trouvc dans la 
somme A la racine a, dans la somme A' la racine dans la somme © la 
racine p. Si Ton pose 

a~e k , q = e u , 


on aura, non sculement 


p — e n , 


mais encore 


A = 5 t-« 3 = 2 y / -i, A'= u 2 (\/— j)^ 2 

et par consequent 
( 3 g) (0 


= AA'=4( v /^)‘ + ( : T li )’. 


Pour savoir si cette derniere formule fournit ou non la'valeur de ©, 
relative au cas ou Pun des termes affectes du signe + se reduirait a 


P- e 
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il suffira d’examiner si l’exposant u + 4 doit etre cense ou non faire 
partie du memo groupe que l’unite, Or, comtnc I’oxprcssion 



se reduit evidommcnt a 



il suffira d’examiner si u -h 4, divise par 4 * donne pour reste i ou — i. 
Le premier cas a lieu lorsquc u = j cst de la forme l\x -f- i ; le second 
cas, lorsquc n est de la forme L\x + 3 ; et par suite, on supposant, dans 
la somme <D, I’un des termes positils reduit a 


p -+- e n , 

on obtiendra pour cctte somme, dans le premier cas, la valeur qui 
determine la formulc (39), savoir 

as = J (/= ~y + (V)’ = J , 

ct dans le second cas, une valour qui difTerera seulement par le signa 
de celle que donne la formulc (39), savoir, la valeur 

iD ~ — n* (1/ — 1 j 1 + ( 2 ^ "t /i 2 . 

Done, si le facteur pair de n se reduit a L\, la supposition 

— /—"* 

P = e n 

re.produira encore, ou la formulc ( 33 ) lorsquc ^ sera de la forme 

4 oc 4-1, ou la formulc ( 34 ) lorsquc 7 sera do la forme. (\x 4- 3 . Quant 
a la supposition 

v/“ 

P = e n 

elle reproduira, pour la somme,©, soit la valeur que determine la for- 
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mule ( 33 ) on ( 34 ), soit cctlc valour prise cn signo contraire, suivant 
quo l’exposant m fera ou non partie du grouped, A', h", qui est 
cense renfermer l’exposant i. 

Supposons enfin quo, le facteur pair de n etant le nombre 8, on 
designe par u le nombre premier on non premier^ par 

«» S, p = ag 


des racines primitives des trois equations 


et par 


X* — I, — 1, x n =\, 


A, A', CD 


des soinmes allernees, formees respectivement avec ces racines, de 
maniere que, parmi les lermes affectes du signe on trouve dans la 
soimne A la racine a, dans la somme A' la racine dans la somme CD la 
racinc p. Si Ton pose- 


on aura non seulcment 
rnais encore 


p = e 


•8) /-l 


A' = ^(vC7 /w. 


Alors aussi, quancl la somme altcrnee A differera de zero, cl le sera, ou 
de la forme 

1 

(4o) Aira + a 1 — a 3 — a s = 2 (a. h- a 1 ) = L\ cos ^ = S 2 , 

ou do la forme 

(^i) A = a a 3 — a 5 — a? = 2 (a -+- a 3 ) = 4 sin ^ \/— l = S 2 \J — i, 

et I’on aura, dans le premier cas, 

( 42 ) CD = AA'= n- (\/— i)^ - ■ , 


dans le second cas, 

(43) CD = AA' = (\J— i) t+ ( 2 K 
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Pour savoir si les formulos (42) ct ( 43 ) fournisscnt ou non Ies 
valours de ( 0 , qui sont relatives au cas oil Pun cles Lerrnes affectes du 
signe -+- se reduirait a 


P = e 


et qui d’ailleurs different de zero, il suffira devoir si, dans chacunedes 
valeurs de ©, les termes 0, p' J+/| sont affectes du memo signe, ou, cc qui 
revient au memc, si l’cxposant u -+- 4 fait partic du meme groupe quo 
Punite. Or, d’une part, Pexprcssion 



se reduit evidemment a 


et, d’autre part, u+8, divise par 8, donnera 1c meme rcste que u, 
savoir : un rcste represents ou non par Pun des nombrcs 1,7, suivant 
quo Pexprcssion 

( V - I I ( V - 7 ) (V s - 1) 

(_,) H =(-1) 8 

aura pour valour + 1011 — 1 ; ou bicn encore un rcste represents ou 
non par Pun des nombres 1, 3 , suivant que Pexprcssion 


(-1) « 

aura pour valour + 1 ou - 1. Done, puisque Pon a 

— 1 V)« —1 V»— 1 

(- 0 8 (-0 8 = (-0 4 =1 

*J a —1 ( ’J — 1) I VI - 3 ) / VI - I l » VI-1 

(-0 8 (-0 8 = (- O l * } =(-!)“, 


et 


les termes 

p el p u - 4 

seront toujours affectes du memo signe dans la valour de la somme cD, 
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que determine 1 ’equation (42); mais, dans la valeur de la meme 
sommo, determinee par l’equation ( 43 ), ils seront afTcctes du meme 

signe 011 de signes contraires, suivant que — — S era p a i r 0ll impair. 
Done, si, cn supposant 

on aflfecte du signe 4-, dans la somme alter nee cD, toute puissance de p 
dont 1’exposant h verifie la condition (9) ou (10) des pages 296, 297, 

on aura, en vertu de la formule (42) : i° quand u = ~ sera de la 
forme l\x -+■ 1, 

(B = r \?; 

2° quand ~ sera de la forme 4 # 4-3, 

(0 — n * \/— 1 ; 

ct si, en supposant toujours 

P = c n 9 

on affecte du signe +, dans la somme alternee (0, toute puissance de p 
dont fexposant h verifie les conditions (n) ou (12) de la page 297, 

on aura encore : i° en vertu de la formule ( 43 ), quand u = ^ sera de la 
forme [\x + 1, 

1 _ 

CB = n* yj— 1; 

2° quand u = ^ sera de la forme L\x -+- 3 , 


CD = n-. 


Si, dans la somme cb, formee comme on vient de le dire, on remplagait 
la racine primitive 


par la racine primitive 
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m etant premier a n, cette somme conserveraii le memc signe avec la 
memo valeur, on Lien elle cliangorait dc signe, suivant que m serait on 
ne serait pas un des exposants h compris dans le groupo qui renfer- 
mait l’unite. 

II importc d’observcr que les conclusions diverses auxquelles nous 
venous de parvenir, en supposant successivement le nombre n impair, 
puis divisible par L\, puis divisible par 8, sc trouvent toutes renfermees 
dans un theoremc general, qu’on pout enoncer simplcmcnt comme il 
suit: 

Theoiueme. — Soil CD une fonction alter nee, formee avec les racines 
primitives de l'equation (i), el de maniire a verifier La for mule 


Si l’ on suppose que, dans la somme alter nee' , V un des lermes precedes 
du signe -b soil la racine primitive 


on aura simultanement : on 


en sorte que la valeur de (D sera toujours fournie par Vune des equa¬ 
tions ( 20 ), ( 21 ) ou (33), (34). 


Exemples. — En prenant 


CQ = p — p 2 : 


En prenant 


iiu 21^=7= 3‘f~ 




3 — 2 sin - \J- 


on trouvera 
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En prenant 
on trouvera : 


on 



cD = p p 7 — p 3 — p 5 = 4 cos ^ = 8 2 


CD = p + p 3 — p 5 — p 7 = 4 Sin - x — 8V- 1 . 


En prenant 


n =. 24, p = 






on trouvera: ou 


(Ozrp+p s +p 7 +p n - p u -p n — p 13 — p 23 

== ( p 8 _ p l G )(p 3 + p 2 l_p 9 _p 1S ) 

= sin^ \J— i ^4 cos^ = 3 2 8 2 \/~ 1 = 24 2 


Oil 

CD = p -+• p 5 H- p 19 -t- p 23 — p 7 '— P 1 ' — p 13 — P 17 
= (p 8 — p 16 )(p i 5 h- p -il — p 3 — p 9 ) 
r= ^ 2 Sin^/~^ 4 sin ^ ~ 3 2 8 2 = 24 2 . 


Noia. — Si, dans la somme altcrnee cD, formee comme on vient de le 
dire, on snpposait precede du signe -+- le terme represente, non par la 
racinc primitive 


P 


mais par la suivante 


r~jT v / ~ i 


m etant premier a n ; alors la somme alternee CD ofTrirait ou la valeur 
que fournit le theoreme enonce, ou cette meme valeur prise en signe 
contrairc, suivant que le nombre m ferait ou non partie du groupe cles 
nombres ci-dessus represents par 


h, h‘, h", 


(voir, pour la determination de ces memos nombres, les pages ^96 
et 297). 
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Nous torminons cette Note par une observation qui n’est pas sans 
importance. 

Supposons quo, dans le cas oil Ton prend 
p — e 

la somme alternec 


(44 ) 10 = p /l -+- p h ' -+- p h " ... — p k — p k ' — p k " —... 

verifio l’equation 

® 3 = ±:/i; 


la memo equation sera encore verifiee quand on prcndra 



si m est premier a n. Mais, si m cesse d’etre premier a n, alors en 
prenant 

p = e 

on trouvera toujours 

(45) C0 = o, 


com me on va lc faire voir. 

Pour quo la somme (0 verific l’equation 

(0 2 = ±r n, 


il est necessaire, com me on l’a dit, quo les facteurs impairs ct premiers 
de n etant inegaux, le factcur pair, s’il cxiste, se reduisc a l’un des 
nombres 

4, 8. 

D’autre part, lorsquc dans la formula 


P-e n 

m cessera d’etre premier a n, p deviendra une des racines non primi¬ 
tives de [’equation 
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Done alors, si n designe un nombre premier impair, on le nombre 4 , 
ou le nombre 8 , p se reduira, dans le premier cas, a Tunite; dans le 
second cas, a Tune des racines 


de Tequation 


-hi, — I 
X- — i ; 


dans le troisieme cas, a Tune des racines 


de Tequation 


-h-v/—t, — v/— I 

i. 


Or, dans ces trois cas, la formule (2), que Ton doit, en supposant le 
terme p precede du signe h-, reduire, pour n = 4. a 

® = p-P% 

et pour n = 8 a Tunc des suivantes 

lO = pH-p 7 — p 3 —p s , CD — p -+- p 3 —p 5 —p 7 , 

donnera evid eminent 

© = o. . 


Si main tenant on suppose 

n — vv' v". . ., 


v, V, v", ... etant des facteurs dont chacun se reduise a un nombre 
impair et premier, soit a Tun des nombres 4 . 8 ; alors la racine primi¬ 
tive 


P 


- /— 1 


pourra etre presentee sous la forme 

P = frZ • • •» 

5 , v], designant des racines primitives propres a verifier respecti- 
vement les equations 

sc' 1 ~ r, x v '=:i, x v “z=i, 
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ct la sommc <B, formeo avcc les puissances de la racinc primitive p, 

sera le produit des sommes alternees 

A, A', A", 

respectivement formees avec les puissances’ des racinos primitives" 
c, -n, Z, — 

Or, remplacer, dans la sommc altcrneo 
(£) = AA'A". 

la racinc primitive 

p — e 

par la racinc non primitive 

sTTrJ - 1 
P = e 

revient a substituer, dans la sommc lc produit 
au produit 

p =. • • •; 

par consequent a substituer, dans les sommes A, A', A", ..., 

■ n' n a • n, Z m a Z, .... 

Or, en vertu de ces dernieres substitutions, unc ou plusieurs des 
sommes 

A, A', A". ... 

s’evanouiront, suivant que lc nombre m ccsscra d’etre premier a un ou 
a plusieurs des facteurs 

v, v', v", . . . ; 

done aussi la somme 

(0 = AA'A'... 

s’evanouira clle-meme, et 1’on pourra enoncer general cm on t la propo¬ 
sition suivante : 
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Theorems II. — Soient p une des racines primitives de Vequation 


el 


(46) (0 = p' 1 -+- p h ' -+- p h " -+-... — p k — p k> — p r . .. 

urie somme allernee de ces racines qui verifie la condition 
(D 2 =rt n. 


Si, dans celte somme allernee, on substitue a la racine primitive p une 
racine non primitive, en prenanl par exemple 


et supposant que le nombre m cesse d'etre premier a n, la valeur de la 
somme CD, que deter minera la for mule (i i), sera 


(0 i= o. 


NOTE III. 


FORMULES DIVERSES QUI SE DfiDUISENT DES PRINCIPES tfTABLIS 
DANS LA NOTE PIlfiCfiDENTE. 


Soient toujours : 

n un nombre enticr quclconquc ; 

h, k, l ,... les cnticrs infericurs a n ct premiers a n ; 

p Tune cles racines primitives de l’equation 

(,) ^=1 

ct 

( 2 ) (0 == p h -+- p h ' + P /1 " H- • • • — p k — p k ' 9 k " — • • • 

une somme alternec formee avcc ces racines primitives, les en tiers 
h, k, l, ... 
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etant partages on deux groupes 

h, h', h", ... et k, k' , k" , ..., 

cle telle maniere qu’un chan gem cnt opere clans la valeur de la racine 
primitive ppuisse produire nn changementdc signe dans la somme 
sans avoir jamais d’autre effet snr cette somme, et que 1’unite fasse 
partie du groupe 

h, h', h", .... 

Enfin, considerons specialement le cas oil la somme CO verifie la con¬ 
dition 

(3) CO 2 =: ±; n ; 

ce qui suppose les factcurs impairs de n ineganx, le facteur pair, s’il 
existe, etant Run des nombres 4 * 8- Si I’on pose 

(4) p — e n \ 

on aura, en vertn du premier theoreme do la Note preccdente : ou 

(5) ® 2 — n et (D r= n-, 

ou 

(6) tD 2 =—n et (0 = ;i 2 y/'— i, 

les equations ( 5 ) etant relatives au cas ou n cst de l’une des formes 
4#-m> 4(4#-+-3), S(4#h-i), 
et les equations (6), au cas oil n est de 1’une des formes 
4#+-3, 4(4® + i), 8(4^ + 3). 

D’ailleurs, en vertu des formules ( 3 ), ( 4 ), la scconde des equations ( 5 ) 
donnera 

ilm ih'-n oJx-n ik'rc \ 

cos-1- cos-K . cos-cos-.. .= ns, 

n a a n 

. 2 lilt . ill’ T. . 2/i'TT . 0 .k'r. 

sin-1- sin- k • •— sin-sin-. . .= o; 

n n a a 
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et la seconde des formules (6) donncra 


ilm 'ili'ii ikn ik'it 

COS -- -+- COS-h • • • — cos-cos- 


( 8 ) 


ill It . ill'll 

sin-b sin- 


. 2 k TC . i k' iz 

- sin-sin- 


II y a plus : si, m etant un nombre impair premier a ji, on pose 

(9) p = e n ' /=7 , 

alors, en designant par i m un coefficient qui se reduise a 
1 o u a — i, 

suivant quo le nombre m fait partie dn groupc 
h, h', h", ... 

ou dn groupc 

k, k', k", 

on aura, en vertu des principes etablis dans la Note precedente : on 

(10) c D = 
et, par suite, 

i m hn im h' ic 


00 


imkn imk'n 

- cos-cos- 


—... = t... IV, 


i mh.it 


imkn . i/nk'n 
- sin-sin- 


on 

( 12 ) 

et, par suite, 

( i m h n 


(i3) 


(D — i, n n i* \/ — i, 


2 m hit 


2 nili'i 


2 mli'n 


imkn imk'ri 

- cos-cos- 


imkn 


i m k' it 
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On aura d’ailleurs : i° si n est impair, 



2° si n est divisible par 4, mais non par 8, 



3° si n est divisible par 8, et dc la forme 8(4# + i )*valour o etant 
fournie par I’equalion (io), ou de la forme 8(4# H- d), la valeur de (£ 
etant fournie par l’equation (12), 

4° enfin, si n est divisible par 8 et de la forme 8 ( 4 a? -h 3 ), la valeur 
de (D etant fournie par l’equation (10), ou de la forme 8 ( 4 # 4 -i), la 
valeur de cD etant fournie par l’equation (12), 



M. Gauss est parvenu lc premier aux formules (11) et (1 3 ), qu’il a 
donnees on 1801, dans scs Recherches arithmetiqnes (§ 356 ], pour lc 
cas ou n est un nombre premier, mais sans determiner lc signe du 
coefficient i /B , dont la valeur numerique sc reduit a I’unite. C’cst dans 
le Memoire intitule Summatio serierum quaramdam singularium que lc 
memo geometre, en reproduisant les formules (11) et (i 3 ), les a de- 
duites d’une methode qui lui a perm is de fixer le signe de i m . 

Si, dans la valeur de p, que foilrnit l’equation (9), le nombre m 
cessait d’etre premier a n , alors, cn vertu du theoreine II de la Note 
precedente, la somme altcrnec Q, que determine la formula (2), sc 
reduirait a 


(.8) 


(D = o; 
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et, par suite, on aurait simultanemcnt 

unh'K imli'-rt 2 in kit 2nik'TC 

cos- b cos-b.. . — cos-cos-... = o, 

n n n n 

. 2 m/nT . 2mh'ix . imkr. . 2 mk'T. 

sin-b sin-b. ■.— sin-sin-.. .= o. 

n n n n 

Done, si 1 ’on veut etendre les formules (11) et (i 3 ) au cas oil les 
nombres m et n cessent d’etre premiers entre cux, il suffira d’ad- 
mettre quo, dans ce cas, la valeur du coefficient represente par i M est 
nulle et verific l’equation 

(20) . l m = o. 

Avant d’aller plus loin, nous rappellcrons ici qu’en yertu des con¬ 
ditions enoncees a la page 296 et il la page 297, les deux nombres 

i, n — 1 ==—1 (mod. n) 
et, par suite, les deux nombres 

/, n — l==—l (mod./i), 

/ etant inferieur a n, mais premier a n, appartiendront a un soul des 
deux groupes 

h, h', h", ... el k, k', k\ ..., 

ou fun au premier de cos groupes, 1’autre au second, suivant quo la 
somine altcrnee cd sera determinee par la formule (10) ou par la for- 
mule (12). Done, si Ton represente par 

h , h' , h 11 , ... ou par k, k', k\ . .. 

les seules valeurs de h ou de k inferieures a - n, alors, dans la somme 

2 

alternee cB que determine la formule (10), le systeme entier des valeurs 
de h pourra etre represents par 

h, h! , h" , ..., n — h, n — h 1 , n — h' ! , ..., 

et le systeme entier des valeurs de k par 

k, k\ k", ..., n — k , n — k', 11 — k", .. .; 
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mais, au contraire, dans la sominc alternee ffl que determine la for- 
mule(i2), le systeme entier des valeurs de h pourra etre represente 
par 

h , h', h", . .., n — k, n — k 1 , n — k", . . ., 

ct le systeme entier des valeurs de k par 

k, k’, k", ..., n — h, n — h\ n — h lf , .... 

Gomme on aura d’ailleurs generalcment 

P n ~ l = p~ l , 


il est clair qu’a la place de laformule (2) on obtiendra, dans le premier 
cas, 1’equatLon 

(21) (B = p h -\- p~ h -\- p /l ’+ p -/ ''+.. .— p k — p ~ k — p h> — p ~ k '—... 


et, dans le second cas, l’equation 

(22) (D = p /t — p -/i + p h> — p~ /l ' + . .. — p h + p~ k — p k> -t- p~ k ’ —- 


Par suite, on pourra facilement constater 1 ’cxactitudc de la scconde 
des formules (11) qui se trouvera rcmplacee par une equation iden- 
tique, comme la premiere des formules (i 3 ), tandis quo la premiere 
des formules (11) se trouvera reduite a 


(23) 


2 in hr. 2 mli’ r 

cos-h cos- 

n n 


2 in k r 


2mk'r 1 

- cos-.. .= -t„, 


et la secondedes formules (1 3 ) a 


. 2 m hr . 2mh'r 
(24) sin-h sm- 


. 2inkr . 2 m k' r 1 

- sm-sm-. . -i m 


Des observations que nous venons de faire on deduit encore une 
conclusion qui peut etre aisement verifiee a l’aide des formules (i4)» 
(id), (iG), (17); savoir, quo Ton a generalcment 

(25) t_. t = 11, 

quand la somme alternec cB satisfait a l’equation (10), et 


NOTE XII. 


365 


quand la somme alternee (0 satisfait a l’equation (12). On peut aussi, 
a l’aide des formulcs (i4), (i 5 ), (16), (17), s’assurer facilement que, 
si l’entier m est decomposable on deux facteurs premiers ou non pre¬ 
miers [x, p.', l’equation 

( a 7) m = w' 

entrainera la suivante 
( a8 ) = 

Pareillement une equation de la forme 

( a 9) m — fj.[x'p "... 

entrainerait la suivante 

(30) - 

Soit maintenant N lc nombre des entiers 

h, k, /, ... 

inferieurs a /?, mais premiers a n. Ceux d’entre eux qui ne surpasse- 

X N 

rontpas - n seront cn nombre egal a - 5 et, parmi cesderniers, les uns, 

dont nous designerons lc nombre par i, seront ceux que representent, 
dans les formules ( 23 ), (24), les lettres h, ti ..tandis que les autres, 
dont nous designerons le nombre par j, seront ceux que representent, 

dansl.es memes formules, les lettres k, k', _Celapose, onauraneces- 

sairement 

(31) f+y = -- 

D’autre part, dans la somme alternee (B, le nombre des termes affectes 
du signe est egal au nombre des termes affectes du signe —, par 

consequent a la moitie du nombre total des termes ou a N. Or, com me 

la somme alternee ca, lorsqu’elle veriflera la formule (10), offrira une 
valeur determinee par l’equation (21), on aura necessairement dans 
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cette hypo these 

. N . N 

et, par suite, 

02) «'=/=”• 

Des formules (ii) et(i 3 ), ou ( 23 ) et (24), combinees avecles equa¬ 
tions connues qui servent a dcvelopper les fonctions en series ordon- 
nees suivant les sinus ou les cosinus des multiples d’un arc, on deduit 
aisement divers resultats dignes de remarque, et en particular ceux 
queM. Dirichlet a obtcnus, a 1 ’aide de scmblables combinaisons, dans 
plusieurs Memoircs qui ont attire Inattention des geoinetres. Concevons, 
par exemple, que l’on combine les formules (11) et (i 3 ), ou, ce qui 
revient au meme, les formules (10) et (12), avec 1’equation 


( n f(#) = f *f (u)du 2 f 
1 ^0 ^ 0 


271 (x — u) , , 
cos —---f(«) da 


+ 2 C COS^dlifl- d u . 


quo Ton deduit de la formule (77) de la page 357 (*) du deuxieme 
Volume des Eocercices de Malhematiques, en v remplagant 

a par n, x 0 par o, X par a, 

et qui subsistc, pour des valeurs de a inferieures a n, entre les limites 
x = o, x — a de la variable x , dans lc cas ou la fonction f(a?) reste 
continue entre ces limites. Commc, on prenant 


( 34 ) 

on aura generalement 



2mn(x — u) 
cos--- 


= cosm&)((T — u) — cosm&x cos/nw u •+• sin/nu^sinmwM, 


(*) OJiuvres de Cauchy, S. If, T. VII, p. 4io. 
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si l’on suppose la quantite a positive et superieure a n — i, mais infe- 
rieurearc, on tirera tie la formule ( 33 ) jointe alaformulc (io) 011(12): 
i° cn admcttant que la soramc alternee cO soil detcrminee par la for¬ 
mule (10), et que l’on ait en consequence i_ w = i m , 


( 35 ) 


“ n* [f(/0 -+- f(A') +• •f(Ar) - f( A') — ■ •] 



COS a) ll f (tl)du 4 - £ 


■jf 

3 X 


COS 2 CO U f(tc) du 


cos 3 com f( u) da +...; 


2 0 en aclmettant que la sommc alternee to soit determinee par la for¬ 
mule (12), et quo Ton ait par suite i_ m = — i m , 

| j[f(*) + f(A') -+-•••-f(*) - f(*').] 

/ =£1/ sincoa f(w) da -t- 1 2 I sinicduf(u)du 

1 *^0 

+ £ 3 / sin 3 co a f(cc) du 4-.. .. 
do 

Les formules ( 35 ) et ( 36 ) supposed, comme les formules (11) et(1 3 ), 
quo h, K, h", ... represented les diverses valeurs de h, et k, ... 
les diverses valeurs de A*, renfermees entre les limites 0, n. D’ailleurs, 
en vertu de l’equation (20), on doit, dans les seconds membres dos 
formules ( 35 ) et ( 36 ), rcmplaccr par zero le termc general i m de la 
suite 

£1, hf £3? • • • > 


toutes les fois que le nombre entier m cesse d’etre premier a n. 

On peut remarquer encore quo Fon a, pour des valours quelconques 
de oj, 


(3?) X 


cos/mco a du — - 


/ 81 

*'0 


sin m co u du = - 


Or, de cos dernieres equations, differentiees l fois par rapport a o), on 
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conclut: i° pour des valours paires cle l, 




. . , (—O 2 rw i — cosmom 

u'sinmuu ctu= -^—D'o-: 


2° pour des valeurs impaires do /, 


. , (— i) 2 r — cosmufl 

w cos mco a du — - — J)L-, 

nv nun 


/ • , (— i) 2 sinmwfl 

u sin menu da — -— D; 0 -> 


la notation Dj> indiquant / differentiations relatives acn. Cela pose, on 
pourraaisement faire disparaitrc les signes d’integration contenus dans 
les seconds mcmbres des forniules ( 35 ), ( 36 ), toutesles fois quo f(o;) 
represented une fonction cntiere cle x , composer, d’un nombre fini ou 
ineme infini de termes. Si cettc fonction cntiere est do plus une fonc¬ 
tion pairc do x, on tirera de la formula ( 35 ), jointc a la premiere des 
forniules ( 38 ), 


— /i 2 [ f (A) -+- f (A 7 ) 4 - . . . — f (/f) — f( /i / ) — • • • ] 


(4o) ( =■ l\ f(\/— I Dw)—— 4- £-2 f( 


l de la formula ( 36 ), jointe a la seconde des formulas ( 38 ), 


-n*[f(/i) + f(A 0 +.. — 


(40 =c,f(\/=TDa))i 


— coscoa JJ — r _ \ i — cos 2 coa 
-)- t 2 f l 1 D co - 

CO \ 2 / 2 CO 

c ( —i _ 0 i — cos 3 co a 

+ " r V 1 ” —— 
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Si an contraire f(a?) est line fonction irapaire de x, on tirera de la for¬ 
mula. ( 35 ), jointe a la premiere des formules ( 3 q), 


InV- > [f( h) + !(K) + (*) - f(i') -...] 


... i /-.* \ i — coswa „ 

(42; ' =t, [(v'-iDtoj- 1 - t 2 1 


I — C0S2 CO<35 


- h f 




■ cos3 ua 


3co 


on de la formule ( 36 ), jointe a la seconde des formules ( 3 q), 


(43) 


- /»V- I [+ W +. . f( k) - f(AO . •] 

,/ ,- \ Sinaia 

= £ 1 fvv— r D co)- - 




sin 3aia 


Aii reste, les formules ( 4 o), ( 4 i)» ( 4 2 )> ( 43 ) sont comprises comrae 
cas particuliers dans cellos que nous allons etablir. 

Si, dans le second membre de l’equation ( 35 ), on transforme les 
cosinus en exponentielles imaginaires, on tirera de cette equation, en 
prenant pour f (x) une fonction entiere de x 

J [f(/£) -h f(/l') -r ..f (k) - f(A-') ..] 

= i t f( e-^~clu + u 

+ tl f(_ v /IT7i)(o)jr e™»S =i du+..., 

et, par suite, 


/i® [ f ( h ) + f ( h' ) -+-... f ( k ) f ( k ') • • • ] 

= C, f( v/^Ti)M) '~r!l v, '‘ 

w v — 1 \ 

+ ■,<■(—+..f( 

0) y— 1 ^ 
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On tirera au eontraire cle l'equation ( 36 ) 

-pL=ni[f(A) + f(A')+----fW-f( 

V— 1 _ 

= tj f( y/—iD(o)j^ J e ~ iUiu '/- 1 du.- f... 

— £l f(- y/“ D u)jf " du - u ^=- 5 .1) jf du—..> 

et, par suite, 


/» 5 [f(/0 -+- rw + • • — f(/0 - (*') - • • •] 

(45) ] = £ 1 f ( \/-iDm) 


j _ e -wa/=7 / y/_ i 

-ht s f( 1 -Dc 


_ g—JMa /-1 


.„r(-/r 7 p M ) 


On nc doit pas oublier que les formulos ( 4 o), (42)* ( 44 ) correspon¬ 
dent a l’equation (10), et les formules ( 40 * ( 43 ), ( 45 ) a l’equa- 
tion (12). Dans ccs diyerses formules, la quantite a doit etre non seu- 
Iement positive, mais supericurc ii n — 1 et infericurc a n. On peut 
meme supposer qu’ellc atteint la liinite n, et, dans cette liypothese, 
apres avoir effectue les differentiations relatives a to, on verra le pro- 
duit (o<2 se rednire a 2 tc, et les exponcnticlles de la forme 

g-muaj -T ou 

a I’unite. 

Pour montrer une application des formules qui precedent, concevons 
que, m etant un nombre entier quelconque, Ton pose 

f(j?) X m , 

et faisons, pour abregcr, 

(46) A,„ = h m -h h" n h- . .. — k"’ 

On tirera des formules ( 4 o) ou ( 40 * pour cles valours paires de m : 
i° en supposant (Q 2 = n, 


(4 7 ) (-.) 2 0/ 2 A,„ = U; 


sin & a 

63 


to sin 2 &)a 

--_1_ 

2 W 2 61 


t 3 sin 36i a 
3 m 3 a> 
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2° on supposanl cO 2 = — n, 


,,,n , ,T 1 q a / I COSO )Cl 

(48) (— 1)--/i-A ;;l = DS [t-i - 


- cos 2 (i) a i :! i — cos 3 co a 


On tirera au contraire ties formules ( 7 p) et ( 43 ), pour des valeurs im- 
paires do m : i° on supposant cD = n, 


(49) (—0 * -/i* A m =I)gM t, 


i — coscqa t 2 i — cos2co a t 3 i — cos 3 coa 


2"* 2(0 3" 1 3 CO 

2° on supposant to 2 = — n, 

' sinco a u siii 2 o)« sin 3 coo? 


?»H-2 

(5o) (—t) 2 4 n A,„ = I)"‘( i 


2" 1 2 00 


3 GO 


D’ailleurs, £2 designant une fonction quolconque cle co, on aura gene- 
ralcmcnt 

DS(w-‘fl) = flDSu - 1 + — D w £2I)w~‘ co -1 + m J /n .r T ) D&QJ)a , - i <o- 1 +.. 


et, par suite, 


Dg/Cea^fl) ~ (— i)'" 1 (fi - -I) M a + — D2.G—...±: - 

v \ i 10 T .2 1.2... m 


D£*£2) 


Done, en dcsignant par / un nornbre entier quelconque, et posant, 
'apres les differentiations, 

2 7T 


a — n , co = 


on trouvera, pour des valeurs paires de m, 

,),« = 2 • 3 / 4 - 5 j^^ p ! . 


(27T)"‘ 


- cos Imci 


■ P-< 

J 27 T )"'- 1 


(2 71)'" 

5.6... 


(27T) a 


(2 7T)"‘ 




et, pour des valeurs impaires de m, 


sin l co a 


i — cos /coa 


L ( 2 5) (2 7T)" 1 - 1 

a., r 3.4 - - - ^ 

I. ( 2 7 T ) /n “ 1 


3.4 ...m v o .6.. ,m ^ [ 


(2TT)'« 


' (2 7 T ) 2 
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Done, si Ton pose, pour abreger, 

„ *2 1 
3 [ — !>i -+-- h ; 


3 


et generalement 
(5.) 


s '«- ‘1+ JS + 3= + ^ + # - 


on tirera des formulas (47) et (49), on supposant (D 2 = n : i° pour des 
valeurs paircs do m, 


_ K . m + \ f m H (m — 2)(m — \)m K 

52 A„ t =2n 2 -— — -7——-— 3 ,„ 

K |_ ( 2 7T)' ( 2 7T ) 


2° pour des valeurs impaires dc m, 

. " ,+ -;r m H (m — 2 ) (m — i)j?i„ 

53 A w = 2« 2 7 —-.5,— i--—2 

v ' L(^) ( 2 7rp • 


2 . 3 . 4 ... m 

'■~W 




' (2 


,3.4...m 1 


mais, en supposant c0 2 = — 71, on tirera des formulas (48) et ( 5 o) 
i° pour des valeurs.paires dc m, 

. '«+;r i , (m — i)m ,3 1 

(54) A,„ = —2n 2 —-Ij— — --f-3 3 +. . . ± —3 ttt _i ; 

[_ 2 7T (27l) a i ('2T r .) ,n ~ l J 

2° pour des valeurs impaires de m, 

•2.3.4...ml 


(55) A nl — —2/i 


■f-L., 

2 7T 


4,-< ”- -i L” a , + __ 

(2 7!(27T)'" 


Ainsi, en supposant i® 2 = n, on trouvera successivement 
(56) A 0 =o, A j — o, A 2 =^/i 2 , A 3 =^^/r, 

tandis qu’en supposant tD 2 — — n, on trouvera 


(on) A 0 —o, A! =- -n-, A s = — — n-, A 3 — ( -—| _ Li ) ^ .... 

W 77 71 V 2 71'* 7T / 
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A 0 = h°-+- /i /0 + ..A 0 — A' 0 — ... 
Ai = /i 4- A' 4-. .. - A — A 7 —... 
A,= /i 4 + /i ,l + ..- A 2 —- A' 2 —... 
A 3 — A 3 4 - A' 3 + .A- 3 - A-' 3 — ... 


i] est clair que les equations ( 56 ) ou (57; feront connaitre les diffe¬ 
rences qu’on obtient, quand du nombre des valeurs diversos de h, ou 
de la sonime de ccs valeurs, ou de la somme de leurs carres, de leurs 
cubes, etc., on retranche le nombre des valeurs de k, ou la somme de 
ccs valeurs, ou la somme de leurs carres, de leurs cubes, etc. On 
conclura cn particulier de la premiere des equations ( 56 ) ou (57), 
c’est-a-dire de la formule 

A 0 = o, 

que le nombre des valeurs de h est toujours, comme nous le savions 
d’avance, egal au nombre des valours do. k. On conclura en outre de la 
scconde des equations ( 56 ) que, dans le cas oil® verifiera la condition 

® 2 = n. 

la somme des cliverses valeurs de h equivaut a la somme des diverses 
valeurs de k. C’cst au rcste ce qu’il etait facile de prevoir, puisque 
alors les valeurs de h etant cleux a deux de la forme 

l, n — /, 

la somme do ces valeurs doit se reduire, en meme temps que la somme 
des valeurs do k, au produit 

1 N 

22 “ 4 

Ainsi, par cxemple, si Ton prend n = 5 , on aura'N = 4 * 

® = p + p 4 — p 2 — p 3 , 

h 4- h 1 — 1 4- 4, A 4- A' = 2 4- 3 , 
h + h'=k + k'=^- = 5 . 
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entrent dans les seconds mcmbrcs dcs formulas ( 56 ), ot lcs seulcs 
quantites 

,*5,, A 3 , a 8 , 

dans les seconds membres dcs formulcs (07). II on resulle quo lcs 
diverses valeurs de A m , c’est-a-dirc les divers tonnes do la suite 

A„ A., A 3 , A*, 

sont lies entre eux par des equations de condition quo Ton obtiendra 
sans peine en eliminant 

a 2 , $ 4 , ... 

entre les formules ( 56 ), on 

3i, -*5 3 , . . . 

entre les formules (37). Ainsi, en particulier, si Ton suppose (D 2 = n , 
on trouvera, envertu des formules ( 56 ), 

(58) A ,= -»A.; 

2 

ou, ce qui revient au meme, 

+ + ^3 — /c /3 —. _ — J A’ a — A- ,a —...). 

On trouvera, par exemple, pour n — 5 , 

C£) p -)— p^ — p 2 — p3 ^ 

A 2 1 + 4 2 a 2 3 2 A, A 3 — 1 - 1 - 4 s — 2 3 — 3 3 = 3o ™ 3.5 -; 

2 


pour n = 8, 
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ffi — P 4- p"- p3- p5, 

A s =h-7 *-3*-5 *=i6 , A 3 = i 4 - 7 3 — 3 3 — 5 3 =r j 92 = 3 .8 ; 

pour n = 12, 

(0 = p 4 - p n — p® — p*, 

A*=i 4-ii 2 — 5 2 — 7 *= 48, A 3 =i4-ii 3 -5 3 -7 3 =864 = 3.i2^; 

pour /i = i 3 , 


(£) — p 4- p 3 4- o v 4- p 9 -+- p 10 4~ p t2 — p 2 — p® — p 6 — p 7 — p® — p* 1 , 

A 2 — f 4- 3 2 4- 4 2 4 - 9 s 4 - io 2 4 - 12 2 — 2 s — 5 2 — 6* — 7 s — 8 2 — 11 3 — 5 a, 

A 3 = 1 4 - 3 3 4- 4 3 4 - 9 3 4 - 1 o 3 4 - Ja 3 — 2 3 — 5 2 — 6 3 — 7 3 — 8 3 — n 3 — ioi 4 — 3 . i 3 

pour n — 17, 


CD =p4-p 5 -f-p i 4-p ? 4-p 9 4-p 13 4-p 15 4- p 16 —p 3 — p®—p®—p 7 —’p 10 —p u — p 12 — p u , 

A 2 =i 4-2 2 4 4 5 4-8 2 4-9 5 4-13 2 -i-) 5 2 4-16 2 —3 2 —5 2 —6 1 —7 s —10 2 — 11 2 —ia 2 — i4 2 = j 36, 

A 3 “i 4-2®4-4 3 4-S !, 4-9 3 4-13 3 4-15 3 4-16 3 —3 3 —5 3 —6®—7®—io 3 — 1 1 3 —12 3 — j 4 3 — 3468 —3.17 ——• 

pour n — 21, 

CD = p4- p v 4- p® 4- p 16 4- p 17 4- p 20 — p 2 — p 8 — p 10 — p 11 — p 13 — p 19 , 

A 2 =r i 4- 4 2 + 5 2 4 - 16 2 4 - 17 2 4- 20 2 — 2 2 — 8 2 — io 2 — 11 2 — i 3 2 — ig 2 =r 168, 

A 3 = 1 4- 4 3 4 - 5 3 4 - i 6 3 4 - i7 3 4- 20 3 — 2 3 — 8 3 — io 3 — 11 3 — 13 3 — 19 3 = 6292 — 3.21 -^4 

etc. 

Si Ton suppose, au contraire, (D‘ = — n, on aura, en vertu des for- 
mules (57), 

(5g) A*=/»A 1 , 

ou, ce qui revient au memo, 

k~ 4 - k r * 4-. • • — h~ — h!~ —.. . n(k 4- k r 4~. • • — h — k! — 

On trouvera, par exemple, pour n = 3 , 

CD=p-p 2 , 

— A, = a —i = r, -A 2 = 2 2 -i = 3.i; 


pour n = 4. 


CD = p-p 3 , 

— A,r=3 — 1 = 2, - A, = 3 2 -i = 8 r=4-2; 
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pour n — 7, 

(D= p 4- p 2 + p 4 — p 3 — p 5 — p 8 , 

— Aj =3 + 5 + 6 —■ 1—2 —4 = 7 . 

— A 2 ^= 3" 4- d 2 4- 6 2 — 1 — 2® — 4” —- 49 —■ 7 • 7 5 


pour 71 = 8 , 

_A 1= =54-7- 


CD = p 4- p 3 — p 5 — p 7 , 

— 3 = 8, — A 2 = 5 2 -(- 7 2 — i — 3*=64 = 8 .8; 


pour n = 11, 

tO = p 4- p 3 -+- p 4 4- p 5 4- p 9 — p 2 — p° — p 7 — p 8 — p 10 , 

— A = 2 4-6 4-7 4-8 4-10 — 1 — 3 — 4 — 5 — 9 =11, 

— A*— 2 2 4- 6 2 4- 7 2 4 - 8 2 4- 1 o 2 — 1 — 3- — 4 2 — 5 2 — 9 2 = 121 = ij . 11; 

pour n = 1 5 = 3 . 5 , 


CO = p 4- p 2 4- p 4 4- p 8 — p 7 — p 11 — p 13 — p 14 , 

— A, = 74 - 114 - 134 - 1 4 — 1 — 2 — 4 — 8 = 3o, 

— A 2 =7 2 -i-ii 2 4-i3 2 -i-i4 2 — i — a* — 4 2 — 8 2 = tf5o = i5.3o; 


pour n = 19, 

(0 = p 4-p 4 4-p 5 4- p 6 4- p 7 4- p° 4- p u 4-p 10 4- p 17 — p 2 —p 3 — p 8 —p 10 —p 12 —p 13 — p n — p 18 — p 18 , 

—Ai=2 4-3 4-8 4-10 4-12 4-i3 4- i 4 4-i5 4-i8 — 1 —4 —5 —6 —7 —9 —11 —16 —17 =19, 
—A x —2 2 4-3 2 4-8 2 -t-io 2 4-i!2 2 -t- i 3 2 4 -i 42 _i_i 5 2 -i-i S 2 — 1 —4 2 —5 2 —6 2 —7 1 — 9* — 11*—16*—i7 s =3Si 


pour 71 = 20, 

CD = p 4 -p 3 4-p 7 4- p 9 — p u — p 13 — p 17 — p 19 , 

— A t =i 1 4-134-174-19 — 1 — 3 — 7 — 9 = [\ o , 

— A,= u 2 -4-i3 2 4-t7 2 4- 19 2 — 1 — 3 2 — 7 2 — 9 2 =: 800 =; 20.40; 

etc. 

II est bon d’observer encore que la valcur tlca,„ est positive, etmeme 
ordinairement renfermee entrc deslimites qu’il est facile d’obtcnir. En 
effet, cette valeur qui, en vertu dcla formulc 

(60) 4 = 1, 

peut etre reduite a 

(«') 3 »=' + 4 + 4 +---. 

2" 1 6" 1 
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sera evidcmment comprise entre les limitcs 


ii ii 

1 -h—-l-7r--l-... et I- Tt -.... 

2 ,n 6 m 2' n 6> n ’ 

ou, ce qui rcvient au meme, entre les limites 

Or, com me, on prenant m — 2, on a, en vertu ties formules connues, 

I H 77 -+• + . . . = 1 + 7- + — + . . . = 4 - =1 , 644 g. • •, 

2" 1 3 ,n 4 9 6 ’ ’ 

il en resulte que ct, a plus forte raison, 3 3 , a,,... sont positifs et 
renfermes entre, les limites * 

i, 6449-•• et 2 — 1,6449- • •“ o,3551- 

Gomme, d’aillcurs, les nombres tie Bernoulli 

1 1 1 

2’ 3o’ 4 2 ’ 


verifient les equations 


3 2 

- 34 - 
1 

' 3» ' 


1 2 it 2 
6 1.2’ 
r 2 3 7 r ; 

3o 1 . 2 .3.4 * 

I 2 5 7T g 

42 i. 2. 3 . 4- 5 .6’ 


il en resulte que les quantites 

a«, ... 

sont rcspectivcmcnt superieures aux produits 

I 2 It 2 I 2 3 7T 4 _I_ 2 s 7T 6 

6 1 . 2 ’ -3o i. 2 .3.4* 42 1 . 2 .3.4-5-6’ 

OEuvres de C. — S, I, t, 111. 
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et inferieures aux differences 


I 9.7C- J 2 3 7r v I 2 5 tc° 

6 I. 2 1 3o i.2.3.4’ 4 2 i . 2 .3.4.5.6’ 


Quant a la quantite 

(62) 



on pout seulcment affirmerqu’ellesera nullc on positive. C’est ce qu’on 
demontrera sans peine, com me Ta faitM. Dirichlct pour le cas ou /lost 
impair, a l’aide d’unc methodc de transformation qu’Euler a exposee 
dans le ChapitreXV de VIntroduction a Ianalyse des infinis, et qlie nous 
allons rappeler. 

Puisquc la formule (29) enlraine generalcmont la formule ( 3 o), il 
est clair que, si Ton nomine 

a, 6 , y, ... 

ceux des nombres premiers qui ne divisent pas le module n , on aura 



Or, cette derniere formule, subsistant toujours, tant quo la seric com¬ 
prise dans le premier membre est convcrgcnte, 011, cc qui revient au 
memo, tant quern surpasscTunite, quelqucpetite quesoitla difference 
m — 1, pourra etre etenduc au cas memo on Ron a m = 1. On aura 
done, pour toutes les valours entieres dc m, et memo pour m = t , 



a, 6, y, ... designant les facteurs premiers qui ne divisent pas m. Or, 
com me les facteurs, que renfermc en nombre i n Jfi n i le second membre 
de la formule (64), sont tous positifs, il en resultc que la valeur de > m 
donnee par cette formule ne sera jamais negative. Kile ne pourra dona 
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etre que positive ou nullc. On a vu d’ailleurs que les valeurs cle is m 
etaient toujours positives pour des valeurs cle m superieures a l’unite. 

Lorsqu’on a obtenu des limites entre lesquelles se trouvent com¬ 
prises les quantites 

5 „ 4 a , 

on peut en decluire d’autres limites entre lesquelles se trouvent ren- 
fermees ou les differences 

A 2 , A„ A m 

ou des fonctions lineaires de ces differences. Ainsi, cn particulier, 
dans le cas ou 1’on a ® — n, on peut affirmer non seulement que la 
valeur de <3 a est renfermee entre les limites 


mais encore, en vertu de la formule 



quo la valeur de la difference 

A 2 ■= A 2 + A' 2 . — A 2 — k'- — ... 

est renfermee entre les limites 

^n 1 \Ja et o,o35.. ./i* \fn. 

Done alors la valeur de A est toujours inferieure a \/«. 

Ainsi, par cxemple, on a, pour n = 5, 

A, = 4<g5'v^. 

Les formules qui precedent sont, pour la plupart. deduites de liqua¬ 
tion (33) qu’on peut encore ecrire comme il suit: 

n((x)— f f(«) da -+- 2 cos-^-^ f cos f( u ) da -+- 2 cos f cos^^f (u)du-f- 

J 0 n J, n n Jo n 

. 2Tl£C r n . 2T:U„, . , . {\TtX C a . 4 TtH- r, s , 

4 - 2 sin- / sin-f(M)a« + 2 sin- / sin- i(u)du-+- 

n J n v ' n J n 



380 MEMOIRE SUR LA THEOR1E DES NOMBRES. 

et en verta de laquclle la fonction f(a?) on zi i(x) se trouve developpee 

suivant les cosinus et les sinus des multiples de Fare 

27 IX 
n 

Or, on peut demontrer que, dans le cas oil la quantite a ne surpasse 
pas la limite les deux parties du developpcmcnt, savoir : la somme 
des termes qui renferment les cosinus des arcs 

2THX l^'K.X 

’ n n 

et la somme des termes que renferment les sinus, sont egales entre 
elles, par consequent egales a la moitie du produit ni'(x). On a done, 
pour des valeurs de a inferieures ou tout au plus egales a ^ n, et pour 
des valeurs de a? renfermees entre les limites o, a, 

1 , r“r, \ ; ZK-Z r" 27 IU., . , [\ 7T X t\TCU„, , , 

(6d) -nf(x)=j f( u) da 4- 2 cos —— J cos ——— l (?«) du -t- 2 cos ——— J cos —— i(u)du 

, 1 -,. I [>/ ■ \ • 27T.2? C' 1 • 27IM . , . [\TCX r a . (*TtU , , 

(66) -/i[(x) = 2 sin- / sin-f(«0 du 4 - 2 sin - / sin- f (u)du 

2 n J 0 n n J o a K 1 

et,en effet, pour obtenir les formules( 60 ), ( 66 ), ilsuffira do reinplacer 
dans les formules ( 109 ), (no), do la page 364 du dcuxieino volume 
des Exercices de Mathemaliques ('), 
n 

a par -> x par 0 , X par a. 

Or, de la formule (65) jointe a Fequation (23), ou de la formule (66) 
jointe a Fequation ( 24 ), on tirera : i° en supposant u) 2 = n, 

= t if cos w a f (//) du 4- h I C 0 S 20 H* f(w) du t 

• 0 •-'q 

4- i 3 C cos3wm f(//) du 4 -...; 



(*) GEuvre. f de Cauchy , S. II, T. VII, p. /J 18 . 



NOTE \U. 


m 


S' eu supplant .o 3 «, 


^ * a/,rui - ■ r(X’) —...| 

ji;*, , I, j hill'** It r( lt)iht -h I, I sill 1MII r( II) thl 

it, j sin MM it f( a) (III i . . 
pmimt (jut* hi valettr de m sail tmijours 


ht 


%r. 

n 


et t|tiVis truant muilement rumple tins vnleurs de h mi dr k in fori purrs 
ii * n, tm phtrr <t mitre la limitr " et le numbre mi tier immediatement 

iufrrtrur a rette fiimte, Les rcjuatimm ((> 7 ). (OH) lit* sunt evidemment 
autre ehu**e i| ui* les furitiules (1 j j, (! 5 (>) identities ait ran uii Pun sup- 
pu*e les i|mmtit»*H 

It, h\ .... k % k\ k\ ... 


iulVrimiruH, mm plus an numbre n % mills it la limito ^ In dorni^ro a 

jumvanl attmmlrr retie limite, Or, tie res furmules, par des raisonne- 
iiimiK MMitlduhlt’H ii rmt\ dmtt nous avuus fait usage, un deduira eneore, 
daiiH le mtH diuit 11 Vagil, le* equations (/|t>), (10* (I' 1 )* (1*0* (ID* 
i i *») ; et par suite, si Pun pose dans le memo eus 

4 fk* 1 f$ m ■ A m i /(’«* * ... -k*'-k"*... t 


c*'est*a»dire si 1’un represent* 1 par o m la partie de A m cjui run ferine des 
vale urn de A et tie k iuferieures it rt, on trail vera, pour des valeurs 
patren de m : t‘ s en Hiippusant^i® ss «♦ 


1 7*1 > < 


ICO. 


wiriw* ^ tdnwa h m »1h3m<i < 

"** :"m '™ t f 4 * 1 Jm 



382 


MEMO IKE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 


2° en supposant c£) 2 = — n. 


(70 (~ , ) s -« sd /« 


1 — coso )a 


u 1 — cos 2 u>a 
2 W 2 0) 


i-i i — cos 3 o)« 
__ 




On trouvera au contraire, pour des valeurs impaires dc m : i° en sup¬ 
posant (B 2 = n, 


( 7 2 ) 


(—1) 2 ~/l 2 3,,, =: D; 


1 — cosco a 
0) 


u 1 — cos 20) a 
2 tn 2 0 ) 


[3 I—COS 3 0 ) <2 
W " 1 3 o) 


-)• 


2 0 en supposant co 2 = — n, 


( 73 ) 


(— l) 2 - Al 2 d„ t ■= Di 


‘l 


sinox? 

0) 


4 sin 20 )a 
2"' 2 0) 


i 3 sin 3 o)a 
3 ^ 3 o> H "“’ 


On ne doit pas oublier quo, dans ces dcrniercs formules, tout commc 
dans les equations (67), (68), la quantite a doit elrc rcnlemce cnlre 

la limite superieurc ^ qu’elle pcutattcindrc, etle nombrc on tier 
011 - — 1 immediatcment inferieur a cette limite. 

2 

Concevons en particular que Ton prennc 


en substituant cette valeur de a dans les expressions do la forme 


^,„sio/o>a i — cos Zorn 


apres avoir prealablemcnt effectue les differentiations relatives a to, Ton 
trouvera, pour des valeurs paires de m, 


= (- 0' +1 (-V“ +1 (‘ ~ P + ...± n A l--'), 


sin l o)a 


1 — cos^oirt / n\ m+l [~i.2 
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H, pour dr* vaIt*til's impairrs tit* m, 

sia iut*t ~ 1 h t, J. . , m ^ j. *» .. m 


II, 

I COS /'.HI 


tr i 


, ... - ,/n" 1 " t,U, ./« , / I 

»2—(.,* I ,. ‘ «>'(; 

Dour, st l'tiu |it»st*, pour ubrrgrr, 

I | *» "0 ^ • . - » lj t-t 

rt grtirralrriiimt 
> 7 1» 1* 


t.% ,..m 


K 


il , f . ii 

u« 3 » 


IT" 




*9 _ <1 H 


mi ttrrni ties lurmult's < 7111 rt (7*4 1, on suppcmml ta a ~ n : t“ pout* drs 
valour* patrrs tlr //#, 


n,„ ( ** j /1 1 »»-*, (m 4){m t )m -+•.., Jz a. 3 ,. ,m ~ 


•T pmir tlrs valour* itupairr* dr ///, 

{-t*,i «j.„ | '■ | /#* J m {m i)(m — ■+».. .±1 .a.3,, ,rn 

tuais rtt Http|itH.itnt <it a /#, cm tirrrit dr* formulrH( 71 ) c*t ( 7 3 ): i° pour 
tli*s \alrur* patrr* dr m, 

i — i, ( * ) « f J ?■* {m 11 m r,.. t. '4.3... tn I j 

■ * \ r, n* r. ,j 

a" pmtr lr* vairur* impairrn dr ///, 

<: g| 4 h , ( V I * /|f | » im *> w p *■■••• »; a J...m j- 

Ainsi. mt suppttsatit m* ^ ft, mt trmivrra jmrrrstdvrmrnl 




hthJ 


i It 
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tandis qu’en supposant ® 2 = ri, on trouvcra 


$!=- 

2 71 


Comme on aura d’ailleurs, en tenant compte seulement des valeurs de 
h et de k infericures a - n, 


d 0 = h« +h ‘ 0 4-... — /i°- /c'° — « -,/, 

3 1= = h -i- h' — k' —. . 

3 ,= A 2 + A /2 + ... — /i 2 — /r /2 —. 


il est clair que les equations (79), (80) fcront connaitre la difference 
i — j, et celles qu’on obtient qnand de la soinme des valeurs de h infe- 

rieures a ou de la somrae dolours carres, etc., on retranche la sommo 

2 

des valeurs de k inferieures a^, ou la sornme de lours carres, etc. La 
premiere des equations (79), e’est-a-dire la forimile 
<5 0 —o ou i—j — 0 , 

s’accordc, comme on devait s’y attendee, avec l’equation (3i). 

Avant d’aller plus loin, observons quo les quantites 

h) L> • • • j 

ou les diverses valeurs de l m , sont liecs aux quantites 
3 ,, 3 2 , 3 3 , . . ., 

e’est-a-dire aux diverses valeurs de 3 „ t , par des equations qu’il cst 
facile d’obtenir. En effet, comme on aura generalement 


et par suite 

U 

2 ‘ 





on en conclura 
(81) 
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On aura dmu* 

1*0 1| t. \})*„ I, ~^)». 

Ajmttons quo, i m ho roduinant toujour* a I'tmo do* truis quantity 


lo* valour* do 


ii, i' t , 

t„ h 


Horont, on vortu do* formuloN (Ho ), do* tpiantitoHpositivos, Imitoommo 
lo* valour* do 

:v, ;v, .v,, 


Quant it la quantito I,, lioo it t, par la Idrmulo 

l» n MV 

olio sora uii ponitivo uti mtllo, ainni quo a m ot pourra momo sVvanouir, 
*an** tjuo v, sVvunouiw. avoo fo far tour i i a , lorntjuNm aura 


m " 

oo qui MippoHu /i impair ot do la fortno H,r t-> t mi H** +• 7, Supposon* 
on partioulior n do la furttto Hx+• 7, ^ romponi* do faotour* impair* 

iitogaux. On aura 

X 1 «, 

ot omttmo ah«r* l, *V\amutint, aiunt quo 1 *i 3 , la Honmulo do* for- 
muto* t H«t 1 tlmtuora 

♦», 


Mu tromora, par oxnmplo, pour n -- 7, 

4 , I J *4 J '.*»» 

pour n i*». 


Hovoii*»iih mamtouant mix forumlo* ( 7 *)) ot tBo), Si, dans ros lor- 
muloH, on Mih*lituo !o* valour* do I,, t s , l |t .fournios par lo* otjua- 

!,#;«» w th t S I, t. III. *10 
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tions (82), on trouvera, en supposant co 2 = n , 


(83) d 0 = o, S l = — — S s 

(8/)) d 0 =(a-t s )~^, 

7 T 2 TT 


t-2 

2 


£2 

TT 2 


nr, 


2 — t, 5, __ 8 — t 2 V 

8 7 T 8 7 I 3 


n\ 


etc. 

Lorsqu’a la premiere des equations (79) ou ( 83 ) on joint la pre¬ 
miere cles equations (79) ou (84), on arrive a cette conclusion remar- 
quable que la difference 


o 0 011 i—j 

est toujours nulle 011 positive. On peut done enoncer la proposition 
suivante : 


Toeori^me. — Supposons que, p etant une des racines primitives de 
I’equation 

oc n —i, 

la somme alternee 

CD — p h p h ’ h- . . . — p k — p k \ 


veri/ie la condition 


CD 2 = ± n 


el que le groupe d’exposants 

li, h', h\ . .. 

renferme l’unite. Si les entiers inferieurs a n, mais premiers d n, soni en 
nombre egal a i dans la groupe h. A', A", ..., et en nombre egal h j 
dans le groupe k, k ', k", .. la difference 

■ i —j 

sera toujours nulle ou positive , et ne cessera d’etre nulle que lorsqu*on 
aura 

(0* = —/i. 

Les quantites 

S 0 , S 2 , S 3 , 

sont evidemment liees non seulement entre elles, mais encore avec lea 
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quantit.es 


A t , A 2 , A 3 A 4 , 


par des equations de condition qu’on obtiendra sans peine cn elimi- 
nant 

3 *. 5 t , . . . 


entre les formules ( 5 G), ( 83 ), on en eliminant 

... 


entre les formules (67) et ( 84 ). Ainsi, enparticular, on tirera des for- 
mules ( 56 ), ( 83 ), en supposant cD 2 = n , 


(85) 


^ _ A 3 _ _ 4 ,l _ _ 4*^2 

2 3 ^ 4 — is ~ 2 — t 2 ’ 


on, cc qni rcvient ail memo, 

( 86 ) A 2 = - —i_d s , A 3 =^/iA 2 ; 


et des formules (57), ( 84 ), en supposant CD 2 = — n, 


(87) 


ad, 


r — u 


nd 0 
2 — t 2 




A, 

ti 


011, cc. qui revient an meme, 


( 88 ) 


d l = iZli2 

2 — t 2 


(*—y). 



2 


7 . 


A 2 = — n 2 


2 — 4 


Dans l’application dc cliacune des formules (87) ct (88), on doit 
distinguer trois cas correspondant aux trois valeurs 


— 1 , . 1 


que pent acquerir la quantite t 3 . Ainsi, en prenant pour n un nombre 
impair, on tirera de ces formules : i° lorsque n sera de la forme 
8x ■+■ 1 , 


d 2 = 


(89) 


A 2 = | 


A 3 = — 2 n i d l ; 


388 


MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NQMBRES. 



NOTE XII. 


389 




pour n = 7, 

i = i, j — O, i—J = l, 

< 5 i=:o, b t = — 7 =— n(i— /), A 2 = — 49 =— y). 

On trouvera pareillcment: pour n ~ i 3 , 

5 ,=— 5 , d, = — 3 9 =|/i 3 „- A 2 = 52 
A 3 =ioi 4 =— ~/z 2 5 j > 

pour 7i = i 5 = 3 . 5 , 

j = 3, y = i, i-j=2, 

81 = 0 , A = — 3o =—A 2 = —45o = —/i*(i—y); 

pour 77 = 21 = 3 .7, 

5 i = —10, 5 2 =—126 = 1 / 15 !, A 2 = 168 =— 

A 3 = 5292 = — ^ « 2 di . 



Si l’on attribuc a n, non pigs des yaleurs impaires, mais des valeurs 
paires, on trouvera : pour n = 4» ® a = — 4, cD = p — p\ 


iz=i, j — o, i—j — 1, 



pour tz = 8, cD 2 = 8, to = p 4 - p T — p 3 — p 8 , 

d, =— a, 5 2 = -8 = - 5 „ A 2 = 16 = — nd u 

3 

Aa = 192 =— -^ 5 ,; 

pour 71 = 8, (D“ = — 8, (D = p -+- p 8 — p 5 — p\ 


i — 2, j = o, i—j = 2, 
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pour n = 12, 

$1 =—4j ——24— -< 5 „ A 2 zz 48 zz— no u 

A 3 ~ 864 — — 

2 

pour n = 20, 

l = 4 » ■/ = °» = ^ -T" = 2 ’ -4^ = *. 

Q t — 20 — /I A-, zzz — 4o = — /i--Aj ——800 = ~ n- 1 ■;/.. 

4 2 , 2 

Les diverses forrmiles etablies dans cette Note comprennent les for- 
mulcs du ineme genre trouvees par M. Dirichlet. J’ajouterai que les 
equations dc condition par lesquelles se trouvent lies les uns auxautres 
les term.es dcs deux suites 

A„ A 2 , A;, 

> <$2> $3i • • • , 

peuvent etre demontrees dircctement, et d’une maniere tr&s simple, 
comme je I’ai remarque dans un Memoirc que renferment les Comptes 
rendus des seances de l A cademie des Sciences , pour I’annee 184.0 (i ei ‘ se- 
mestre, page 444) (')• 


TsOTE XIII. 

sun LES FORMES QUADHATIQUES 1)E CKRTAINES PUISSANCES DES NOMBRES PREMIERS, 
OU DU QUADRUPLE 1)1! CES PUISSANCES. 

Soient : 

p un noinbre premier impair; 
n un diviseur de p — i; 

A, k, l, ... les entiers inferieurs a n, mais premiers a n; 

N le nombre des entiers A, A, /, ...; 


(‘) OEuvres de Cauchy, S. I, T. V, p. \l\%. 
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p une racine primitive de l’equation 

(i) X n — l 

el supposons les entiers 

A, k, l , ... 

partages en deux groupes 

h, h 1 , A", ... et k, k', k", ..., 

de telle maniere que la somme alternee 

( 2 ) (D = P /1 + P A ' + p /l " +... — p k — p*' — p k " —... 

verifie la condition 

(3) (D* = d=/». 

Soient encore : 

0 une racine primitive de l’equation 

( 4 ) cr-P=i; 

t une racine primitive de I’equivalence 

( 5 ) xp~ 1 == i (mod.//), 
et de plus 

0/m ®/o 0/> 

des expressions imaginaires determinees pardes equations dela forme 

(6) 0 /= e + p l Q l + p*' 0 ‘‘ +... + p(r-v l B tV ~\ 

Aux deux groupes 

h, h', h", ... et A, k'f k ", ..., 

entre lesquels sc partagent les exposants ou indices 

A, k, /, ..., 

correspond rout deux groupes 

0/m 0/o ••• et 0*, 0 A , ®*», 
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cas, 

(17) U =p*, 

et dans^e second cas, 

N N 

(,8) IJ = (—i) T /> 2 - 

Mais, comme dans lo second cas, n ctant pair et do l’une des formes 

4v' v". . ., 8 V 1 v" . . . , 

^ ne pourrait devenir impair que pour la seule valeur 
a — L\ , 

dont nous faisons ici abstraction, il cst clair quo la formule (18) se 
reduira ellc-meme a 1’equation (17). 

D’autre part, comme on tire des equations (8) 

(19) 2I = A 4- B A, 2 J = A — BA, 

par consequent 

41J —A 2 —B 2 A 2 , 

il est clair qu’en ayant egarda l’equation (7) et a la formule ( 3 ), on 
trouvera 

K 

(20) (\p- = A 2 — B 2 A 2 = A 2 ±: nB 2 . 

Pour que la condition ( 3 ) se reduise a 

( 21 ) (D 2 =/<, 

il est necessaire que les facteurs premiers et impairs du nombre n 
etant inegaux entre cux, ce nombre soit do l’unc des formes 

4x + l, 4(4 x4-3), 8 ( 2 X 1}. 

Mais alors, en vertu du theoreme l de la Note IX, / designant un 
quelconque des entiers renfermes dans les deux groupes 

h, h' , h" , ... el k, k' , k n , ..., 
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les deux termes 

l et n — l 

appartiendront au memo groupe. Done alors, en vertu ties equa¬ 
tions (7), jointes a la formula (i 5 ) ou (16), on aura 

N 

(22) I = J =± /4, 
savoir 

N 

(23) lJ — 

N 

si l’un ties deux nombres vs, — est pair, et 
(a4) I = J= —/> T i 

si les nombres vs et ^ sont tons deux impairs, ce qui suppose n = 

v etant un nombre premier de la forme /|X -b 3 . Alors aussi 1 ’on tirera 
des formules (8) et (22) 

N 

(25) A = ±2p\ B = o. 

Ccs dernieres yaleurs de A,B satisfont cffcctivemcnt a la formula (20). 
Pour quo la condition ( 3 ) sc reduise a 

(26) = — n, 

il est necessairc quo, les facteurs premiers et impairs du nombre n 
etant inegaux, ce nombre soit de Pune des formes 

4x4-3, 4 (4 x 4- >) > 8 (2 x -t- i ). 

Nommons alors p l la plus haute puissance de p qui divise simulta- 
nement A et B. On aura 

(27) A = p>'x, B —p h r, 

x , y designant deux quantites entibres non divisibles par p ; et, en 
posant 

N 

(28) j*=--aA, 
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on verra la fonnulo (20) se red 11 ire a la suivante 

(29) [\pV-~x* + nv*. 

11 s’agit maintenant d’obtonir les valeurs des exposants A, p. Onpeut 
y parvenir a 1’aide dcs considerations suivantes : 

Comme nous l’avons observe page 112, on a generalement 

R/i,*,/,... — R/i,A-R/i+A-,/,..., 

en sorte quo les formules (12) donneront 

/0 \ ( i = —R/i,/i'R/;+/r,/i"R/i+-/r4-/i ,, ,/i"'... > 

(00) l 

( J —— RA:, k' R/u-t-/c',/;■' Rl+i'+C.r...- 

Or, dans chacun des facteurs qui composent les seconds membros de 
ces dernieres, on peut immediatement reduire les deux indices places 
au bas de la lettre R a des noinbres 

/, /' 

represents par dcs termes de la suite 

o, 1, 2, 3 , . .., n — 1. 

On pourra meme, en vertu des formules (10) et (12) de la Note I, 
remplaccr le facteur 

0/4-/' 

par dzp, lorsque la sonime des indices l, l! sera le nombre n , et 
par — 1, lorsque Tun des indices s’evanouira. Ce 11’est pas tout, lorsque' 
h, etant positifs l’un et I’autre, oflriront pour somine un nombre 
different de n, on aura generalement, en vertu de la formule (i 3 ) de la 
Note I, 

R/./'R-/-/^/?, 


ou, ce qui revient au meme, 

(30 R/ 1 /'R^ l «-/'=/^; 
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et, com me des deux sommcs 

l l r , {n — l) 4- (n — l 1 ) ~ a/i — (l -t- l '), 

renfermecs cntrc les limites o, in, il y en aura toujours line comprise 
entre les limUes o, n, l’autre etant comprise entre les limites n, in, il 
resulte des equations (i 4 ) et (i 5 ), jointes a l’equation (17), qu’on 
aura toujours 

( 33 )- I=V J = /*p> 

ou, ce qui revient a 11 meme, 

(33) iri=///F, J F — p& G, 

/, g desig'nant deux noinbres entiers propres a verifier la condition 



ctF, G des produits composes avec des facteurs de la forme 

IV 

dans chacun desquels on pourra supposcr les indices l, l 1 tous deux 
inferieurs 11/2, et leur somme /-+-/' rcnfermeo entre les limites n, in. 
Si d’aillcurs on substitue dans les formules ( 33 ) les valeurs de I, J 
fournies par les equations (19), on aura identiquement 

(3/,) (A-t-mD)O = 2 pfF, (A — B£B)F = a/*<l, 

ou, ce qui revient an memo, eu egard aux formules (27), 

(35) p k (.v -i-ytG>) G = 2 /j^F, p' k {as — y(D)F= 2 /j^G. 

On aura done par suite 

(36) p -t- jCD)(r = 2" l F, i?'-" 1 '{as — y(B) F = 2p?- m ‘Q, 

m, in! etant deux entiers quo Ton pourra reduire, le premier an plus 
petit des no mb res 
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le second au plus petit des nombres 


afin que chacun des exposants 

\ — m, f —7 n, 1 — rji', — in' 

soit nul on positif. 

Avant d’aller plus loin, nous fcrons line observation importanto. Les 
formulcs ( 33 ), comme toutes celles d’oii dies sont dcduites, et par 
suite les formulcs ( 36 ), offrent cliacunc deux mcmbres represents 
par des fonctions entieres de p qui sont identiquemont les memos, 
quand on recluit l’exposanl de cbaque puissance de p a 1’un des en- 
tiers 

o, /, 2 , 3, . . ., n — i, 


on qui du moinspeuvent alorsetre transformes Tun dans 1 ’autre a l’aide 
de la seule equation 

T —h* p — 1— p 2 H — p 3 — I — . . . -t- p"'~ 1 O. 

Done, apres les reductions clout il s’agit, la difference enlre les deux 
mcmbres de chacune des formulcs ( 36 ) sera le produit d’un nombre 
enticr par le polynome 

(3") i H- p -f- p ■ -+- p 3 -f-... -+- p n '- 1 . 


D’ailleurs, reduire, dans unefonction entiere de a, I’exposant de cliaque 
puissance de p al’un des nombres 

O, I, 2, 3, . . . , il *— I, 


on, cc qui revient au mcme, remplacer 


P", 
p n ~ 1_1 ; 



par p°=i, 

par p, 

par p 9 , 


p °' l ~', p 3 " -1 , p 4rt—1 


p a ~ l , 


par 
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c’est ajouter aux clivers termes cle la progression arithmetiquc 


p'S pW + 1^ p"+ 2 , ... p- n , p 2rt+2 , ... p 3/l , p 3 «+l } p 3 «-+- 2 , 

les differences 


i — p's p — p ,lH - 1 , p 2 — p , ‘~ t ' 2 , 

i — p 2 'S p — p 2 «+s p 2 — p 2/i+2 , 

j — p 3, s p— p :1,iH- s p 2 — p 3/1H * 2 , 


respectivement egales aux procluits 

i —P'S P (i — p“), p*<i — p")* 
i p 2/ s p(i — p 2/1 ), p*(i — P 2 ' 1 ), 
I — P 3 'S p(i —P 3,i ), P*(| —P 3ff ), 


qui tons ont pour facteur le binome 

i — p"= (i — p) (M-p H-p 2 -!-. . p' 1 - 1 ), 


ct par consequent le polynomc (37). Done, cn definitive, clans chacune 
cles formules ( 36 ), la difference entre les cleux me mb res sera toujours 
uncfonction ontiere cle p, qui, avant reduction, aura pour facteur le 
polynome 


X H- p ■+■ p 2 H- p n 1 — 


P w — 1 

p- ! 


Done, si clans ces formules on remplace la racine primitive p dc 
l’equation 

x‘ l -- I 


par une racine primitive r cle I’equivalence 
x n ~i (mod p), 

les deux membres dc chacune d’elles offriront pour difference une 
fonction entiere de r qui aura pour facteur le polynome 

1 /• -t- / ,2 -t-.. .■+■ r n ~ l — *— -d == o (mod./j); 


et comme dans cette difference les coefficients des diverses puissances 
cle r seront des entiers, elle clevra, ainsi que le polynome 
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etre equivalente a zero, suivant le module p. Done, si l’on nomme 


ce que cleviennent 


o, g 

(£>, F, G 


quand on y rcmplacc p par r, les formules ( 36 ) ontraineront les sni- 
vantes 

(38) yd)(j == 2 pf-" l $, —y o )3 == 2 ps— fl1 ' (j (mod./?), 

dans lesquclles on devra, eu egarcl a (’equation (2), supposer 
(3g) <3 = r ,l -h r h '•+■. . .— r k —r k '~... (mod./?). 

D’autre part, I’equation (26) pouvant s’ecrire comine il suit 

(pA+pA'+. . 0 ,c — p k '~ . . .y = — n, 

on tirera de cette equation, en y remplagant p par r, 

(r h -\- r k — r /c '—.. .) 2 = — n (mod. p), 

ou, ce qui revient an memo, 

(4o) o 2 = — n (mod./?). 

Done le nombre entier 0 sera premier a/?; coniine, dans [’equation (29), 
les quantites x, y no sont, ni. l’une ni l’autrc, divisibles par/?, on 
pourra cn dire autant do la somme in et do la difference 2 yo des 
deux binomes 

zc~{-y8, jo — yd. 

Done de ces deux binomes Tun an inoins sera premier ii p. Conccvons, 
pour fixer les idecs, que ce soit le second x — yo qui remplisse cettc 
condition. Comine, en vertu des principes exposes dans la Note V 
(p. 196 et suiv.), les deux quantites (J seront elles-memes pre¬ 
mieres a /?, il est clair que, dans les deux membres do la seconde des 
formules ( 38 ), les exposants de /?, savoir 

X — in', "■ — m' 


ne pourront s’evanouir fun sans l’autre. Or, e’est precisement ce qui 
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arriverait si, les nombres X, g.etant inegaux, on prenait le plus petit 
pour valeur dc m . Done, lorsque oc — yo est premier a /?, la premiferc 
cles formules ( 38 ) entraine la condition 

l = g. 


Mais alors, en posant, dans la premiere des formules ( 38 ), 


on en conclut 


m — m' =. A — g, 
f—g — o Oil f—g> O, 


suivant que le binome 




est ou n’est pas suppose premier a p. Done, si le binome 
& —y§ 


est premier a p , les formules ( 38 ) entraineront la condition 
* = ^/- 

Pareillement si le binome 

x H-/ <3 

etait premier a/?, les formules ( 38 ) entraineraient la condition 

Ainsi, dans tous les cas, X devra se reduire au plus petit des deux 
nombres 

/, g\ 

et com me, en yertu des formules (28), ( 34 ), on aura 
(40 p—f+g— 2I, 

il est clair que p, devra se reduire a celle des deux differences 

f §■> § / 

qui sera positive, par consequent a lavaleur numerique dela difference 

OEuvres de C. — S. I, t. III. 51 
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/ — g. Au reste,cotte difference clle-memepeut etre, dans tous lescas, 
facilement determinee comme il suit : 

Posons pourabreger 

(d 2 ) P ^ Ra,aR/i',/i • • ■ J Q = R*,*R*',*' • • • , 


ou, ce qui revient an memo, 


(43) 


P _ • • 

©2/i®2/i’ • • • 


Q = 


©I©]-... 
© 2 * © 2 *'- • • 


On on conclura, eu egard aux formules (7) et( 3 o), 


( 44 ) 

(45) 


Il — ©2*’ ■ ■ ■ 

0 “ J 2 0 sA 0 aA ....’ 

N 

PQ=A 


D’ailleurs, cn verlu des theorcmes 3 et 4 de la Note IX, on trouvera : 
i° en supposant n de la forme 8x4-7, 

®2a®sa'- • . = 0*0,,-.. . = 1, 0 2 a 02 *'- • .= 0 * 0 *’. • . = J; 


2 0 en supposant n de la forme 8x4-3, 

®2 h ©2//. • . — ®* 0*- • • • = J, ®2* ©2*'.. . = 0* ©A- • - = 1; 


3 ° en supposant n divisible par 4 on par 8 , 

©2/l ©2*' ••• — © 2 * ©2*' • • • • 

Done les formules ( 43 ) et ( 44 ) donneront : i° si n est de la forme 
8x 4 - 7, 

(46) P=1, Q=j, 

2° si n est de la forme 8 x 4 - 3 , 

1 * J 2 P I s 

(47) P = r Q = T’ «=!*’ 


3 ° si n est divisible par 4 ou par 8, 


P _ V 


(48) 
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Concevons maintenant quc, parmi les entiers premiers a n, mais infe- 
rieurs a on distingue ceux qui apparticnnent, au groupe 
h, h', A", ..., 

et clont le nombre sera designepar i, les autres, clont le nombre sera 
designe par j, formant une partie du groupe 

A, A', A", .... 

On aura evidemmcnt 

( 49 ) { 

et, par des raisonncments semblables a ceux dont nous avons fait 
usage pour etablir les formules ( 32 ), on trouvera, eu egard a 1’equa- 
tion ( 45 ), 

(««) p=/>'v’ 


U, V, designant des produits composes de facteurs de la forme 


dans chacun desquels on pourra supposer les indices /, /' tous deux 
infericurs a n, et lour somme l-hi' renfermee entre les limites n, in. 
Or, les formules ( 32 ) et ( 5 o) donneront 


(5i) 


G 2 


P .[]■■ 

Q = p 


V 2 


D’autre part, si 1’on designepar 


I. 2 , 


comme dans la Note precedente, une quantite qui acquiere la valeur 
— 1 ou i ou o, 


suivant qu’on aura 
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les formules ( 46 ), (47)> (48) donncront 

p p 

(5.) 5 = 3!- 

la yaleur de £ etant 

(53) £ r= 2 — i 2 . 

Cela pose, les formules (5i) et (52) donncront 


V 2 


ou, ce qui revientau memo, 

(54) />*(/-*> F 2e V 2 = p*-J G 2e U 2 ; 
et par suite 

(55) p*(f-g)->n . F * 6 V* = / >W-/»G SS U S , 

m etant un nombrc cntier quclconque. 

Imaginons maintenant qu’on remplacc p par r dans les deux mem- 
bres de la formule (55), et soient 

v\ -o 

ce que deviennent alors U, V. Les quantiles o, <?scront non seulcment 
entieres, mais premieres a p aussi bien que £f, (J; et de memo que les 
equations (33) enlraincnt les formules (38), dememe la formule (55) 
entrain era la suivante: 

(56) == p t-j-m r> 2 s r) 2 ( mod. p). 

Or, dans la formule (56), commcdans chacuncdes formules (38), les 
deux exposan'ts de p ne peuvent s’evanouir Tun sans l’autre ; ct, puis- 
qu’on pent reduire Tun d'eux a zero, on prenant pour m le plus petit 
des nombres 

e (/—#)» i—jt 

i\ faudra que ces deux nombres soient egaux ct qu’on ait 

( 5 7) i—j = e(/—A")? 





NOTE XIII. 405 

par consequent 

( 58 ) /— S ~ 

D’ailleurs e, toujours positif, se reduit a 

I, 3 OU 2, 

suivant que n est dc la forme 

4xh-3, 4x + i ou 4x, 

et, en vcrtu de ce qui a ete dit dans la Note precedente, la difference 
i—j, quand elle nc s’evanouit pas, est toujours positive. Done, la dif¬ 
ference/—^' ne pourra jamais devenir negative, et l’equation (4i) 
donnera toujours 

( 5 9) p= f- g = lZZl. 

En consequence, on peutenoncer la proposition suivante : 

Theoreme. — Le degre n de Tequation binomc 


dont p designe une racine primitive, et la somme alternee 

CD = p /l + p /l ' + p h " — p k — p k '— p k ". . . 

etant supposes tels qu’on ait 

CD 2 — — n; 

si les exposants de p premiers a n, mais inferieurs a ^n, se trouventen 
nombre egal a i dans lc groupc 

h, h', h\ 

et en nombre egal a j dans le groupe 

k, A', , 

on pourra satisfairc, par des valours entiercs de oc x , y, k l’equalion 


(\pV-— x--\- ny i , 
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pourvu qu’on prenne 

f* = *'—./> 

quancl n sera cle la forme 8 x -+- 7 ; 



quand n, sans etre egal a 3, sera de la forme 8 x -+- 3 ; ct 



quand rc, sans etre egal a 4, sera divisible par 4 011 par 8 . Si n se redui- 
sait a l’un des nombres 3, L\, alors (en vertu dc ce qui a ete dit dans la 
Note IV) on aurait simplemcnt 

P = I - 

Pour verifier l’exactitude du theoremc qui precede, dans le cas par- 
tic'ulier oil Ton prend pour n un des nombres 3, 4, il suflit d’observer 
que I'equation 

4 p = x 1 + n j 2 , 

reduite alors a la forme 



coincidera, pour n = 3, avec la formulc (no) dc la page i63, quand 
on posera x~k, y = B, et pour n — 4» avec la formule ( 93 ) de la 
page 1 53, quand on posera x = ik, y — B. 

Si, dans 1c theoreme qui precede, nous n’avons pas fait unc mention 
special e du cas oil Ton aurait 

ix— 8, (D 2 — — 8, CD rr p -H p 3 — p s — p 7 , 

et oil la condition ( 10 ) cesserait d’etre veriliee, e’est qu’en vertu des 
principes etablis dans la Note III on peut encore, dans ce cas, resoudre 
en nombres entiers 1 ’equation ( 29 ), cn prenant p. = i, et que cette 
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clerniere valour do p. est comprise dans la forum I e 


En efTot, dans le cas dont il s’agit, l’equation (29) reduite a 
4 ,pv-=x % -\- 8y 2 , 


011, ce qui revient au memo, a 

P*= (7) + 2 / 2 > 

coincide avee la formule (io 3 ) do la page 169, quand on pose 

p—i, ccr=7.k, yz=\i; 


et, commc alors aussi Ton trouve 
i = 2, 


on en conclut 



11 nous rcste a incKquer une methodc a l’aide de laquellc on pent 
faciliter 1c calcul dcs valours de a?, y qui sont propres a resoudre 
liquation (1). 

L’cxposant p etant suppose plus grand que zero, ainsi que i —j, la 
difference f—g sera clle-ineinc supericurc h. zero, et, en vertu des 
equations 

les formules ( 38 ), ( 56 ) pourront etre reduites aux suivantes: 

.(60) ‘ a?+yS=so, a?—yds aji (mod./j), 

(f„) (|)"= (|)’ (mo,l .p). 

Or, les formules (60) donneront 


(62) 


(mocl./>), 
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et il est clair que cctte derniere equation fournira immediatement le 
reste de la division de x et dc y par p, ce qui facilitera 1c calcul des 
valeurs de x, y et suffira memo a la determination de cos valeurs, dans 
tous les cas ou clles devront etre, abstraction faile des signes, infe- 

rieurcs a ^p. Quant ii la determination des quantites (J, on o, <?, elle 

s’effectuera sans difficulte. En effet, en vcrtu des principes etablis dans 
la Note V (p. 196 et suivantes), pour deduire § de F, et g de G, il suf-. 
fira de remplacer p par r, dans les divers facteurs de F et de G, ou, ce 
qui revientau inemc, de remplacer ebaque facteur de la forme 

R/.r, 


par une quantite entiere equivalentc, au signe pres, a 


la valeur de JI u etant don nee par la formule 


(63) 




I .3. . .(/■+• I' )x *5 
1.2.3 . . . /cj. i . 2.3 . . . /'ss 


La formule (62) n’est pas applicable aux cas ou. n se reduit a Tun 
des nombres 3 , 4, 8 et doit alors etre remplacee par cellcs que nous 
allons indiquer. 

Les yaleurs de P, Q, fournics par les equations (42), sont evidem- 
ment, ainsi que I, J, des fonctions symetriques, d’unc part, des racines 
primitives 

et, d’autre part, des racines primitives 

p /e , p k ', p k ", .... 

Done la somme P -h Q sera, comrnc 1 4- J, une fonction symetrique 
des diverses racines primitives dc l’equation (1), et la difference P — Q 
sera, comme I — J, une fonction alternee de ces monies racines; d’ou 
il resulte qu’on pourra aux equations (8) joindre encore cellcs-ci 

(64) P-HQ=r3, p — Q —SJCB, • 
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%, 13 designant des quantites entieres. Cela pose on tirera, des for- 
mules ( 45 ) et ( 64 ), 

2P = 5 l + jU(0, 2 Q = a — is©, 

4PQ — a 2 —is 2 © 2 , 

N 

4/? 2 =a 2 —r-© 2 ; 

et par suite, si la condition 

© 2 z =—n 

estyerifiee, on tronvera 

N 

( 65 ) /i/) 2 =a 2 -HniB 2 . 

Or si Ton subslituc l’equation ( 65 ) et les tbrmules ( 5 o) a l’equation (20) 
et aux fonnules ( 32 ), alors, par des raisonncments setnblables a ceux 
dont nous nous sommes servis pour etablir le theoreme enonce plus 
haul et la formule (62), on prouvera qu’on pout satjsfaire a Fequation 

4 pV--=. x- + ny 2 , 

en posant generalernont 

p — i — / 

et prenant, pour x, y, certains nombrcs entiers qui verifieront la 
condition 

(66) x~ — yo~ — (mod./?). 

Considerons en particulicr le cas oil 1 ’on a n = 3 . On trouvcra, dans 
ce cas, 

© — P — p 2 , 

h = 1, k = 2 , i — 1, ,/ = o, i —,/ = 1, 

P — R t ,i, Q=R S ,„ 

U = o, V=R 2 , 2 , 


et par suite on pourra prendre 
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Done, p etant nn nombre premier de la forme 3 x -+-1, on pourra tou- 
jours satisfaire a l’eqnation 

( 67 ) kp — a? s -+- 3y 2 , 

en prenant pour x, y des nombres entiers qui verifient la condition 
x — — yd — — n til . 


II importe d’observer que, dans cette dernierc forrnule, la valeur de 
II,., sera 

JJ _ I.2.3...2 5J _ (nj I). . . 2 CT 

1,1 (r.2...CT) 2 I.2...M ’ 


la valeur de © etant 



et que d’ailleurs on aura 

§ = r — r-, 


r etant une racine primitive de l’equivalence 
x 3 ~\ (mod.p); 

par consequent 

/• == (mod./)), 

t etant une racine primitive de I’equivalence 
• x i>-\ = 1 (mod. p). 

Cela pose, en ayant egard a la formulc 


de laquelle on tire 
on trouvera 

( 68 ) x==~~n uu 


d*= — 3, 

1 __ <3 
8 3’ 

y = — ^ (mod. p ). 


D^autre part, corame on aura, en vertu de l'eqnation (67), 

x*<bp, y*<±P, 

les valeurs numeriques de x, y seront respectivement inferieures aux 
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n ombres 


2/r, 


:i) 5 ’ 


clont le second an moins reatera inferieur a ^p, pour une valeur de p 
egale ou superieure a 7 ; Je premier reinplissant lui-meme cetlc condi¬ 
tion des qu’on supposera p superieur a 16, par consequent a 7 et 
a i 3 . Done Jes formulas (68), ou au moins la seconde d’entre elles, 
fourniront immediatement la resolution en nombres entiers de l’equa- 
tion (67). On trouvera, par exemple, pour/? = 7, 

^ _ p — 1 _ n _ 3.4 _ 6 . 

3 ’’ 1,1 1.2 ’ 

et comine 3 elant une racine primitive de l’equivalence 
# 6 =i (mod.7), 
r e= 3 2 = 2 (mod.7); 


on pourra prendre 
par consequent 

les formules (68) donneront 

On a efTectivement 


(mod.7), 


(mod.7). 


4-7 : 


-3.3 s . 


Prcnons encore p= i 3 . On trouvera 

TjJ ~ 4 , 


„ 5. 6 . 7.8 

n t,< = T-r-rT=7°; 


I .2.3.4 " 

et comine 3 etant une racine primitive de l’equivalence 
x 12 ==i (mod. 1 3), 


on pourra prendre 
r = 3 ; == 3 


(mod. 1 3 ), 


~ /■ — /•- = 3 — 9 — — 6 
les formules (68) donneront 

x = — 70 = — 5, y = 10 =—3 (mod. 1 3) 
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On a effective mo nt 

4 .7 = 5 2 3 . 3 2 . 


La valeur numerique de x rcmplit deja, commc on le voit, pour les 
valeurs 7 et i 3 du nombre p, la condition d’etre infericure a -p. Done, 

d’apres ce qui a ete dit ci-dessus, cette condition sera toujours rem- 
plic et, pour resoudre en nombres entiers l’equation (67), il suffira, 
dans tons les cas, de recourir a la premiere des equations (68). On 
trouvera, par exemple, pour p — 19, 


w — 6 , 


n. 


7.8 9.r o.11 . 1 2 
1.2. 3 . [\. 5.(5 


On a effoctivemont 


1 a = 7 

x ■=. 


4 - 19 — 7 2 


(mod. 19), 


3 . 3 *. 


(mod. 19), 


Dans les exemplcs precedents, la valour de y est constamment divi¬ 
sible par 3 . On peut demontper qu’il en sera toujours ainsi (voir les 
numeros des Comples rendus des seances de l’Academic des Sciences, pour 
V annee 1840). 

Les formules (68), jointes a la remarque quo nous venons de faire, 
comprennent l’un des theoremes enonces par M. Jacobi en 1827, dans 
un Memoire qui a pour titre De residuis cubicis commenlatio numerosa 
(voir le Journal de M. Crelle , de 1827). 

Au reste, apres avoir resolu l’equation (67) a l’aide des formules (68), 
on pourra toujours obtenir immediatement deux autres solutions de la 
meme equation, en ayant recours a la forinule 

4f= , + , y= (£±irJ +3 (£ ? J 

On trouvera par exemple 

4. 7 = 1 -+- 3.3 2 = 5 2 + 3. t 2 =: 4 2 + 3.2 2 , 

4. i3 = 5 s h- 3.3 2 = 7 2 + 3. 1- = a 2 + 3.4*, 
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Considerons maintenant le cas oil Ton a n = 4 * On trouvera dans ce 
cas 

CO = p — p», 

/i=i, k — 3 , i~i, j — o, i —j = i, 

P — II1,11 Q= 1*3,3, 

u = u ltl , v = r 3)81 

el, par suite, on pourra prendre 

W=I, ^=—11!,,. 

Done,/) etant un noinbrc premier de la forme (\x -+-1, on pourra tou- 
jours satisfaire a l’equation 

( 69 ) = 

en prenant pour x, y des nombres entiers qui verifient la condition 
x ==—=— n ifl . 

Dans cettc derniere formule, la valeur de n i)( sera 

1 . 2 . 3 . .,20 _ (cj + l). . . 2BJ 


n M = 

la valeur de tu etant 
et I’on aura d’ailleurs 


(l .2. . .ET)' ; 


r etant une racinc primitive de l’equation 

x ! ‘ == r (mod./?), 
en sorte qu’on pourra prendre 

r — t m , 

t etant ce qu’on nomine une racineprimitive du nombre p, e’est-a-dire 
une racine primitive de liquation 


x p ~ l = 


(mod./)). 
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Cela pose, en ayant egard a la formule 

< 3 2 = — 4 (mod./)), 

de laquelle on tire 

j <5 

■3-4 s 

on trouvera 

(70) .2? = —n M , / = — d. fl M § (mod./?). 

D’ailleurs, pour que l’equation (69) soit verifiee, il est necessaire que 
x soit un nombre pair; et alors, en ecrivant 'ix au lieu de x, dans cette 
meme equation, on obtient la snivante 

(71) p — x z -+-y-, 

a laquelle on devra satisfaire par des valeurs de x,y propres a verifier 
les formules 

(72) in,,,, y = — 

D’autre part, comrae, en vertu de l’equation (71), les quantiles x, y 
devront offrir des carres inferieurs a p, et des valeurs numeriques 

inferieures a p % , par consequent a 



attendu que p , au moins egal a 5 , verifiera la condition p 2 ^> 2; il est 
clair qu’a l’aide des formules (72), 011 seulement do la premiere de ces 
formules, on pourra determiner completemcnt les valours entieres de 
x , y qui verifieront la formule (11). On trouvera par cxemple, pour 
/ ? = 5 , 



x~ — \ (mod. 5 ), 


x— — 1. 

On a en effet 

5 = i 2 + 2 °. 
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Prenons encore p = i 3 , on trouvera 

O TT 4 - 5.6 

157 —' 3 , lit,!—~ " a ' _ 3 — 20 (mod.i 3 ), 

a? = —io = 3 (mod. 1 3 ), 

x — 3 . 

On a en effet 


i 3 = 3 *-ha*. 


Prenons encore p — 17 ; on trouvera 
, n- 5 .6.7.8 „ 

• ® = 4 , t 2 g ^ = 0.2.7 =: 70, =2 (mod.17), 

x = —i (mod. 17), 
x —— 1. 

On a en effet 

17 — 1 2 -+- 4 2 - 


Prenons enfin p == 29. On trouvera 


GT = 7 , 


IT _ 8.9. 10. I J . J2. l3. I 4 

111,1 ~ — rr273 X 5-6. 7— 


D’ailleurs, il ne sera pas necessaire de caiculer la valeur exacte dell ))|r 
et 1’on pourra sc borner a determiner, par l’une des melliodes exposees 
dans la Note V, line quantite eqnivalentc a II,,, suivant le module 29. 
Cette quantite sera immediatement fournie par le tableau de la 
page 209, et se reduiraau nombre 10, renferm6 dans lesdeux colonnes 
horizontale et verticale dont les premieres cases offrent le nombre 7. 
On aura done 

n M ==io (mod.29), 
x==— 5 (mod. 29), 
x — — 5 . 

On trouve en effet 

2 9 — 5 2 + 2 2 . 

La premiere des formules (73) fournit precisemcnt le beau theoreme 
enonce par M. Gauss, et relatif a la resolution de l’equation (71) en 
nombres entiers. 

11 est bon d’observer quo, dans le cas ou Lon suppose, comme on 
vient de le faire, 
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Ainsi, par exemple, on trouvera, pour p = 5 , 

y= —11 ],,=—2 (mod. 5 ), 

par consequent 

j= — 2 ; 

pour/> = i 3 , 

_y = — 3 . 4 . 5 ... 6 n|,, = 4n ltl = 8o = 2 (mod. i 3 ), 

/ —2, 

Considerons maintenant lc cas oil I’on a n = 8, 

(D = p -+- p 3 — p 6 — p 7 . 

Dans ce cas, on ne pout plus se scrvir ni de la for mule (61), ni cle la 
formule (66). Mais les equations (7) clonncnt 

1 = 0,0,= R l(S 0 t , J = 0 8 0 7 =R, t7 0 4 , 
et les coefficients cle ®, dans ccs formules, savoir : . 

R 1i3 , R., 7 , 

representent des fonctions symetriques des racines primitives 

p, p 3 on p 6 , p 7 . 


Par suite, la somme 


Rl,3 •+" Rfi,7 
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et. la difference 

R 1i3 — R a ,7 

seront dc la forme 

R M + R s , 7 = A, Ru 3 — R s ,7 = B(B, 

A, B designant des quantites entiercs ; et, comine on aura d’autre part 
R 1i3 R Bl7 = io, 

on trouvera clefinitivemcnt 

4 jo = A* — B 2 (D 2 ; 

puis, on ayant egarcl ala formule 

CD 2 —— 8, 

on cn conclura 

kp~ A 2 -+~8B 2 . 

Dans col to derniere equation, A sera necessairement pair, et en posant 
A.—-2X, B — y> 

on la verra so reduire a 

(;3) p — x 2 -+- 2y 2 . 

Aj on to ns quo, si 1 ’on rcmplace p parr dans les deux fonnnles 

B 1)3 H- B s<7 — 2:C, R,, 3 — It B(7 r=/C0, 

on devrav remplacer u =5 par o ; et com me alors R t; , se trouvera remplace 
par zero, et R, 7 par 

-n li3 , 

on aura definitivemenl 

2a: = — yd~ — n ii3 . 

Done, en ayant egard a la formule 

<5 2 h=— 8 (mod./?), 

dc laqucllc on tire 

j <5 
S ~~8 


CEuvres dc C. — S. I, t. III. 


53 
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on trouvera 

(74) x=— l ~n ui , y=_In i3 a (mod./?), 

la valeur de II tj3 etant donnee par l’equation 

_ 1.2.3. ../jGJ _ (3TO + l). . .4® 

1,3 (l .2. . .TO) (l.2. . .3to) I.2. ..TO 

et la valeur de id etant 



Quant a la valeur de 8 , ellc sera 

d~r-hr a ~r s —r 7 (mod./?) 

r etant unc racine primitive de I’equivalcnce 

(mod./?) 

en sorte qu’on pourra prendre 

r==i a (mod./?), 

t etant une racine primitive de l’equivalcnce 
xp~ { = i (mod./?). 

Les formules (74) suffiront a la determination complete dcs valeurs 
de x, y qui verifieront l’equation (73), attendu quo ces valours devront 

etre, l’une etl’autre, inferieures, abstraction faite des signes, a p % , eta 
plus forte raison a 2 p . On pourra memo se borner a determiner la valeur 

de x, a l’aide de la premiere des formules (74)* On trouvera, par 
exemple, pour p = 17, 

to = 2 , n 13 — 2 ^ — 2 8 , 

’ 1.2 

x = —t 4 == 3 (mod. 17), 
x — 7 ). 

On auraeffectivemcnt • . ' 

17 — 3 2 H- 2.2'-. 
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On trouvera pareillement, pour p =f\i, 

16.17.18.19.20 — 

TST = D, II I , 3 = —!■- ~ z - = 15.17.3.19= 6 ;. mod. 40, 

x =— 3 (mod. 40 , 
x — — 3 . 

On a effectivement 

41 = 3 2 -+- 2 . 4 “, 


La premiere des formules (7/1) fournit un theoreme donne par 
M. Jacobi, on 1 838 , dans les Comples rendus des seances de I’Academie 
de Berlin . 

Revenons maintcnant au cas general oil n designe un entier qui 
verifie la condition 

(0 2 = — n, 

sans tontefois se reduirc a l’un des trois nombrea 

2, 4, 8. 

Alors les valours entiercs de x, y, proprea a resoudre l’equation 
l\pV- = x 2 H- ny % , 

verificront la formulc (62) ; ct, comme on aura d’ailleurs 
3 2 =—n (mod./?), 

par consequent 
on trouvera 

( 7 5 ) x~ C j, y=l | (mod./?). 

Avant d’aller plus loin, il est bon d’observer que, dans la formulq 
4 /?^= x* h - 

le second membrc dcvra etrc pair tout comme le premier, et qu’en 
consequence les deux tcrmos 

x i , ny 2 
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seront tous deux pairs ou tons deux impairs. Done, si n est impair, les 
deux carres 

^ ! > y 2 


seront en me me temps pairs ou impairs. D’ailleurs, si les carres x 2 , y 2 
sont tous deux impairs, chacun, divise par 8, donnera i pour reste, et 
par suite la for mule 


donnera 


ny ' 1 — kpV- 


i -r n == l\pV-== 4 (mod. 8 ), 


ou, ce qui revient an meme, 

(76) n~ 3 (mod.8). 

Done, si n , suppose impair, et de la forme 4 * + 3 afin qu’on ait 
ffi 2 = — n, ne verifie pas la condition (76), e’est-a-dire, en d’autres 
termes, si l’on a 

(77) n == 7 (mod. 8), 

x 2 ,y 2 seront pairs l’un et l’autre. Alors, en ecrivant 2x au lieu de x , et 
2/au lieu de/, on obtiendra, au lieu de I’equation (29), la suivante 

(78) x 1 •+- ny 2 , 

a laqnelle on satisfera par des valeurs entieres de x , /, qui verifieront 
les conditions 

(79) 


Enfin, si n est un nombre pair, divisible par 4 ou par 8, il est clair 
que, dans l’equation 

4 pv-— x 1 -+- ny 2 > 

x lui-meme devra etre pair. Alors, en ecrivant 2x au lieu de x, on verra 
cette equation se reduire a la suivante 


(80) 

et Ton pourra satisfaire a cette dernierc par des valeurs entieres 
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de .a?, 7, qui verifieront les conditions 

(80 xz=-k-, y = -% (mod. p). 

Pour montrer quelques applications des formules qui precedent, 
prenons d’ahord pour n les nombres premiers qui, etant de la forme 
4 xh- 3 , et superieurs a 3 , restent inferieurs a 100. Parmi ces nombres 
premiers, les uns, savoir 

11, 19, /+ 3 , 5 g, 67, 83 , 

seront de la forme 8x -+- 3 , les autres, savoir 

7, 23 , 3 E, 47, 71, 79, 

seront de la forme 8x 4- 7 ; ol pour cliacun d’eux., on obtiendra facile- 
mcnt les valeurs des residus quadratiques 

h, h', h\ ... 

en cherchant, dans les Tables construites par M. Jacobi, ceux des 
nombres 

1, 2, 3 , ..., n — 1, 

qui offrent des indices pairs suivant le module n. Ainsi, par exemple, 
comine, pour n— 7, les indices des nombres 

1, 2, 3 , 4, 5 , 6 

sont dans ces mernes Tables 

o, 2, 1, 4, 5, 3 

on trouvera, pour , 

h = 1, h'— 2, h" — 4, 

CD =: p 4- p 2 -+- p 4 — p 3 — p 5 — p 6 . 

En operant de la rneme maniere pour les diverses valeurs de n, on 
reconnaitra que les quantites /?., h ', h",... inferieures ou superieures 
a le nombre i 011 j des ones 011 des autres, et la difference z — j sont 
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respectivement, pour 


,6,7,9 ( 

> >7 I.. 

, 4,6, 8, 9 ( 

, 16 , 18 \ u 

,5,7,8,9,10,14, ( 

, ig, 20, 25, 28 I 

, 9, 10, 11, i3, 14, r5, 16, 17, 21, ( 

,25,3 i, 35,36, 38, 4o, 41 j 

,4,6,7,8,9,12,14,16,17,18,21, 1 

,27,28,32,34,36,37,42 j 

, 5, 7, 9, 12, 15,' 16, 17, 19, 20, 21,22, 25, 26, 27, 28, 29, ( 

,4 i, 45, 46, 48, 49,5 i, 53, 5 7 j 

, 9, 10, 14, i5, 16, 17, 19, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 29, 33, t 

i, 37, 39, 4o, 47, 49, 54, 55, 56, 5g, 60, 62, 64, 65 | 

5,4,5,6,8,9,10,12,15,18,19,20,24,25,26,27,29,30,32, • ( 

7, 38, 4o, 43, 45, 48, 4g> 5o, 54, 07, 58, 60, 64 | 

1, 5, 8, 9, 10, 11, 13, 16, 18, 19, 20, 2r, 22, 23, 25, 26, 31, 32, 36, 38, 1 

i, 44, 45, 46, 4g, 5o, 51, 52, 55, 62, 64, 65, 67, 72, 74, 76 / 

i, 7, 9, 10, 11, i2, 16, 17, 21, 23, 25, 26, 27, 28, 29, 3o, 3i, 33, 36, 37, 38, 4o, 41, j 

■>, 4g, 51, 5g, 6i, 63, 64, 65,68, 69, 70, 75, 77, 78, 81 j 

Done les vaieurs de 

H- = i —j, 

qui permettront toujours de resoudre en nombres entiers l’equation 

pP= ny 2 , 


j i = a ) 


i/-. 1 
f# i 

4—y=i, 

i—jzz 3, 


4-/^3, 

|y=s s 

( i — 7 ) 

i y=4 ( 

4-7 = 3, 

li:s i 

4-y=3, 

( 4—12 l 

W=3. 

l/=9 ' 

4-7=5, 


1 - 7 = 9 , 

1 J— >° ( 

J * = 18 j 


ly=.5| 
j 1 

4—7 = 3 , 

1 J= '4 ' 

4—7 = 7 , 

’ 1= '7 1 
( 4 =25 ) 

4 — 7 = 5 , 

i./ — '6 } 

4~/ = 9 . 


seront respectivement : 

Pour 

et les vaieurs de 


n — ’ i , 23 , 3 i, 47, 71, 79, 

^ = 1 , 3, 3, 5, 7 , 5; 


qui permettront toujours de resoudre en nombres entiors l’equation 

4/)^= x 2 -h ny 2 , 
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seront respectivement: 

Pour n~ ii, 19, 43 , 5 g, 67, 83 , 

p.— 1, 1, j, 3 , 1, 3 . 

De. plus, on aura, pour n = 7, 

1 = 0 , 0 ,®,=/,^, 1 = 0 , 0 , 0 , = /,^!, 

011, ce qui revient an meme, 

l——/2 2 75 ’ *1 — pR S5 , * 

■i-M 

F — 1, G- = R 6 , s ; 3 

et par suite, on pourra prendre 

g= —II,,,. 

Done, e.11 vertu des formules (79), on pourra satisfaire a l’equation 
(8a) p — x 1 -t- 7 y 8 , 

par des valours entieres de x,y f qui verifieront les conditions 
( 83 ) oc ~Hi,21 y=—(mod./?), 

la valeur cle II,, 2 etant donnee par la formule 

n — t -2.3 . . . 3 ot _ ( 25 J+ I).. . 3 sr 

1,2 ~’ ( 1 .9. . .57) (l .2. . .2GT) 1.2. . . GT ’ 

dans laquelle on aura 

— P~~ 1 

7 

et la valeur de 0 par la formule 

i? = r+/’ ! +r*— r 3 — r*— r 6 , 
dans laquelle r sera une racine primitive de l’equation 


(mod. p), 
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h2k 

en sorte qu’on ponrra supposer 


r = 

i etant une racine de p, c’est-a-dire une racine primitive de I’equiva- 
lence 

== i (mod./?). 


On trouvera, par exemple, pour/? = 29, 

I . 2 . 3 . ..12 _ 9. IO. 


rs — 4 , * n li2 = 


On a en effet 


(1.2. 3 . 4) (1.2. 3 . ..8) 1.2.3 .4 

x =—1 (mod. 29), 

29 — 1 7.2 s . 


-=9.5.11 = 2 (mod. 29), 


Aii reste, la quantite 2, qu’i, dans cet exemple, est equivalcnte a II 1>2 , 
suivant le module 29, se trouvc immediatement, fournie par lc tableau 
de la page 209, et se reduit, comme on devait s’y attendre, a celle que 
renfcrment a la fois les deux colonnes horizontalc et verticale dont les 
premieres cases contiennent, les deux nombres 


or = 4, 2 w = 8. 


M. Jacobi, dans son Memoire de 1827, avait dejii indique les for- 
mules ( 83 ) comme pouvant servir a la resolution dc 1 ’equation (82). 
Pour arriver a ces formules et a cl’autres semblables, il avait suivi une 
marche analogue a celle par laquclle M. Gauss lui-ineme a etab 1 i la 
premiere des formules (72), et il avait eu recours, nous a-t-il dit, a 
des considerations qui ne different, pas dc celles que j’ai exposees dans 
le Bulletin des Sciences de 1829, c’est-a-dire a la consideration des 

fonctions ci-dessus designees par 0 A , 0*, ©„_ 

Si, au lieu de supposer n = 7, on prend successivement pour n les 
nombres premiers 

11, 19, 43 , 67, 

pour lesquels on a aussi p. = 1, il suffirade recourir aux formules (75), 
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on du moins ala seconde d’entredies, pour determiner completemcnt 
lcs valeurs de x,y proprcs a verifier I’equation 

L\ p — x~ -h n y~. 

D’ai Hours, on trouvera, pour n — 11, 

f H-1,3,4,5,0 — ttl,3 E-H-3,4 H-1+34-1.,6 El-KM-i+5,9 i 

t — 1 ElO,8,7,G,2 — El0,8 E jo-l-8, 7 H.JO- 1 - 8 + 7 ,6 ElO-(-8-l-7H-«,2 i 


par consequent 

!=/>».,. 4B,,,=/-»-■- | - , I ' , |, 5 ■ 

1*10.8 «-7,7 
1*8,8 

/= 3 , # = 2> f-g=i = tzi = ^ 

F = K,,„ G = R,„,,K,,„ 

et Ton pourra prendre 

=—n 3|0 , cf = n,, s n M . 

Done, on vertu des formules (75), lorsque p divise par it donnera 
pour res to. l’unitc, on pourra satisfaire a l’equation 

84) 4 p—as'+uy* 


par des valeurs de x, y propres a verifier lcs conditions 


( 8 . 3 ) 


ti, 3 n 4 , t 


n 2 , 




^ Hi,hH 4,4 
11 JOL 0 


les valours de II,,, II M , n 2i6 etant donnecs par les formules 


IE 3 = 


(3 cr -b 1)... 4 57 


n v 


_ (^m -h 1 ). • • 8gj 

1.2... 4 w 3 


n. 8 = 


( 6 m 4- 1),.. 8ra 


dans lesquelles on aura 
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Si, par exemple, on suppose p = 23 , on trouvera 


OT = 2 , IT 13 


7^8 
I .2 


n li3 =28 = 5, 


n _9.io.ii.i2.i 3 .i/i.1 5 .iC rr _ r 3 .i 4 .i 5 .16 

4,4 “ ' 1. 2. 3. 4 - 5.6.7.8 ’ -' fi ~ V.2.3.4 

II 4i ;~ 9.10.11.1 3 =—10, n S|0 si 3 .i 4 .io= 3 , 

(mod. 23 ). 


__ 27 = __ 9 


(mod. 23 ). 


Le carre de x 2 devant d’ailleurs etrc inferieur a 4 .a 3 = 92, on ne pent 
supposer que 

,-r—— 9. 

On pourrait opercr de la memo maniere pour les trois valours de n 
representees par 

19, 43 , 67. 

Mais il est bon d’observer que cliacune d’elles, divisee par 3 , donne 
1 pour reste. Or, quand cette condition est remplio, 011, ce qui revient 
au meme, quand, n etant premier, n — 1 est divisible par 3 , on peut 
ajouter, trois a trois, les nombres renfermes dans chacun des groupes 

//, h', A", ... et k, />', //, 

de maniere a obtenir des sommes divisibles par n. En efFet, soit s une 
racine primitive de Equivalence 

x n ~ l = i (mod./i). 

Les nombres renfermes dans le groupe 

k, k', k\ ,.. 

seront equivalents, suivant le module n, aux divers termes de la pro¬ 
gression geometrique 


I, .S'-, ,v + , ..., s ' l ~ 3 , 

et les nombres renfermes dans le groupe 


k, 4 ', k", 





aux divers tonnes clc la progression geometrique 

,V, ,9 3 , S"~ 2 . 

Comme on trouvera cl’ailleurs, en supposant n — i divisible par 3 , 
I-+-S 3 -bs 3 =rj-- SO (mod. «), 

.9 3 -l 

il est clair quo, dans cette hypothese, on aura 

h -b h' -t- //." == o (mod.n), 

si Ton prend 

h = s' 11 , h! = s 3 + , h" = s 3 + , 
m etant un nombre pair, et 

k -+- k’ -t- k" == o (mod. w), 

si Ton prend 

k == k’ ~ h 1 k" — s 1 ^ 

m etant un nombre impair. Par suite, chacune desfonctions represen¬ 
tees precedemment par I, J pourra etre censee resulter de la multipli¬ 
cation dc divers produits de la forme 

0/0/'0r, 


dans chacun dcsquels on aura 

l-\-V -t-/"==o (mod./O* 
Or, on trouvera sous cette condition 


0,0,. 0 r = 0 , -p ^ = pH,,,, 
/, l' pouvant etre deux quclconques des trois nonib res 

par cxemplc les deux plus petits, lorsqu’on aura 
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et les deux plus grands lorsqu’on aura 

l —t” U — l 11 zzz *2 /l * 

Done, dans I’hypothese admise, chacunc des functions 
1, J 

pourra etre censee resulter dc la multiplication do facteurs de la 
forme 

ce qui permettra de calculer facilement les valeurs dc §, (J. 

Concevons, pour fixer les idees, qu’on ait 72 = 19. Alors, Sl l’° n 
prend^ = io, les nombres qui, etant infericurs a 19, seront equiva¬ 
lents, suivant le module 19, aux quantites 

I, S , S -, S 3 , 5'", S 5 , 

S 6 , S 7 , 5 s , 5 s , .? 10 , S 11 , 

5 12 , S 13 , 5 U , S l{i , S 1(i , .? 17 , 

e’est-a-dire les nombres correspondant aux indices 

o, 1, 2, 3, 4, 5, 

6, 7, 8 9, xo, xi, 

12, 13, 14, 10, 16, 17, 

seront respectivement ceux qui sc trouveront eontenus dans les trois 
premieres lignes horizontales du tableau 

1, to, 5, 12, <>, 3, 

11, x5, 17, 18, 9, i4, 

7, i3, 16, 8, 4, 2, 

19, 38, 38. 38, 19, 19; 

les trois nombres renfermes dans une meme eolonne vcrticale pouvant 
etre censes representer trois valeurs correspondantes de /, /', /", dont 
la somme 

l l 1 ~\~ 

toujoursegalesoita 72 = 19, soit a -2 72 = 38 , se trouveplacee au-dessous 
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de ces trois nombrcs, dans la quatrieme lignc horizontal. Done, 
n etant egal a 19, I pourra etre cense resulter de la multiplication des 
trois produits 

©1 ©I 1 ©7 = P El,7} ©S©17 ©16 — ; P Rl6,17) ©6 ©9 ©4 — p R 4 ,o} 

et J de la multiplication des trois produits 

© 10 ® 18 ®l 3 = />Rl 8 ,J 8 , 9 u®lS® 8 =/>Rl 2 ,lB 5 ©3 ©14 ©2 = P Rj,a, 


et 1’on aura 


I — /? 3 Ri )7 Rj 6,17 Ri,G - Z^ 5 

J=/>*R>3,i.R,m.R»,, = />‘- 

f— 5 , g — th f—g = \ 


R 16 , 17 

12,18 R13,15 

12,18 Ria,15 

1*16,17 

— i—J _ 
~~ 3 " 


F=Ri, f ,7, 


G R12, 18 R 18,151 


fO 


en sortc qu’on pourra prendre 

rf=-n 2 ,„ g = n lt7 n 4l6 . 

Done, cn vertu des 1 ’ormules (75), lorsquc p, divise par 19, donnera 
pour reste l’unite, on pourra satisfaire a 1’equation 

( 87 ) bp=zx*-+-i 9 v\ 


par des valours entieres de x,y , qui verifioront les conditions 


( 88 ) 


n,, 7 n M _ 5 n,, 7 n 4 , 

li lt , ’ y = “ Tp ii 2ia ’ 


(mod./?). 


On peut remarquer qu’en vertu des lormules (88) la quantite a? est 
equivalcnte, au signe pres, suivant le module /?, au rapport 

JI,,7^,8 

IIj 3 


dont le numeratcur et lc denominateur ont pour factcurs les trois 
valours de 

. R/,/s 

correspondant aux trois colonnes verticales du tableau (86) qui 
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offrent des valeurs do l, /', /" dont la somme est n — 19 ; chaque valour 

de 

II/,/, 

devantetre consideree comrae factcur du numeraleur ou clu denomi- 
nateur, suivant qu’elle correspond a une colonne verticalc de rang 
impair, ou de rang pair. Or, il est facile de prouver que cela devait 
arriver ainsi. En effet, soient /, l" trois nombres renfermes dans l’une 
des colonnes verticales, au bas desquelles se trouve placee la somme 
n — 19. Si la colonne dont il s’agit estde rang impair, ccs trois nombres 
correspondront a des indices pairs, ct par suite 

icfc 

sera l’un des facteurs de I. Si, au contraire, la colonne dont il s’agit est 
de rang pair, une autre colonne de rang impair, mais au bas de laquellc 
on lira la somme 2 n = 38 , renfermera les trois nombres 


et par suite 


n — n — l', n — V y 
pR n -l,n~r 


sera Tun des facteurs de I. Done, dans le premier cas, Rsera un 
facteur de G, et — II// un facteur de q. tandis que, dans le second cas, 
R n _/ jn _/' sera un facteur de F, et — II,/ un facteur de §* On peut ajouter 
qu’a toute colonne de rang impair, terminee par la somme in = 38 , 
correspondra une colonne de rang pair, terminee par la somme n= 19. 
Done, pour obtenir tous les facteurs de ^ et de q, il suflira de consi- 
derer les colonnes terminees par la somme n = 19; et chacune de ces 
colonnes fournira un facteur de la forme 


—H/,/ 

soitau numerateur, soitaudenominateurdu rapport^* suivantqu’clle 
sera de rang impair ou de rang pair. 

La remarque que nous venons de faire donne le moyen d’appliquer 
facilement les formules (^ 5 ) aux cas oil n sc reduit a l’un des 
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nombres 43, 67 ; et d’abord, si Ton suppose n = 43, s — 28 , alors, 
en vertu des tables construites par M. Jacobi, les nombres inferieurs 
a n — 1 et equivalents aux quantites 

I, .V, S 2 , S*- 1 , 

c’est-a-dire les nombres correspoiulant aux indices 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, ii, i2, i3, 

l4, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 

28, 29, 3o, 3i, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 4°, 4 1 , 

seront ceux quo renferment les trois premieres lignes horizontales du 
tableau 


I, 

28, 

10, 

22, 

*4, 

5, 

1 r, 

7, 

24, 

2 7i 

25, 

12, 

35, 

34, 

6, 

39, 

J 7> 

3, 

4i, 

3o, 

23, 

4 1 *, 

15, 

33, 

21, 

2 9, 

38, 

32, 

36, 

I 9, 

16, 

18, 

3i, 

8, 

9» 

37, 

4, 

26, 

4o, 

2, 

r 3, 

20, 

43, 

86, 

43, 

43, 

86, 

43, 

43, 

86, 

43, 

86, 

86, 

43, 

86, 

86, 


les trois nombres renfermes dansune meme colonne verticale p'ouvant 
etre censes representor trois valours correspondantes do 

/, l", 

dont la somme n = 43, 0112 /? = 86 se trouve placee, dans la quatrieme 
ligne horizontale, au-dessous do ces trois nombres. Cela pose, les 
valeurs do 

corrcspondant a des eolonnes terminees infericurcment par la 
somme 43, seront 

Hi.o, n 10ll „ 113,18, Hb, 8, n M1> 1X4,15, U-2,i2i 

et parmi ces valeurs, quatre, savoir 

Hi,b, n, 0l ,„ 1X9,11, 1X4^5, 

correspondent a la premiere, a la troisieme, a la septikme, a la neu- 
vi 6 me colonne verticale, e’est-a-dire a des eolonnes verticales de rang 
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impair, tanclis que les trois autres, sayoir 

1 ^ 3 , 18 ) ^ 5 , 8 ) 1 ^ 2,125 


correspondent a la quatricme, a la sixieme, a la douziemc colonne 
vcrticale, c’est-a-dire a des colonnes verticales de rang pair. Done, en 
vertu de ce qui a ete dit ci-dessus, si le nombre premier p , divise 
par 43 , donne pour reste l’unite, on pourra satisfaire a 1’equation 

(90) — 43/ 2 


par des valours entieres de x, y qui verifieront les conditions 


(90 


_Hi ,6 Hio,i6H 9<) n n 4ils 

__ 111 , 6 ^ 10 , 18 ^ 9 , 11^,18 

^ 43 n 3il8 n S)8 n M2 


(mod./?). 


Supposons, en second lieu, 71 = 67, s = n -. Alors, au lieu du 
tableau (89), on obtiendra le suivant 


12, 

10 , 

53, 

33, 

61, 

62, 7, 

*7, 

3, 

36, 

3o, 

25, 

32, 

49, 

52, 

21, 5l, 

9, 

4i, 

a3,- 

8, 

i3, 

22, 

63, 

*9> 

27, 

56, 2, 

24, 

20, 

3 9 , 

66, 

55, 

57, 

*4, 

34, 

6, 5, 

60, 

5o, 

64, 

3r, 

42, 

35, 

18, 

15, 

46, 

16, 58, 

26, 

44, 

69, 

38, 

54, 

J5, 

4, 

48, 

4o, ii, 

65, 

43, 

47, 

28, 

67, 

67i 

734, 

^7, 

134, 

134, 67, 

6 7> 

6 7, 

134, 

734, ’ 

i34, 

134, 

6 7, 

134, 

67, 67, 

734, 

r34, 

134, 

67. 


Or, les valeurs de 11 */ correspondant aux colonnes verticales qui, 
dans ce tableau, se trouvent terminees inferieurement par la somme 
n = 67, sont respectivement, pour ies colonnes de rang impair, ’ 

Rl,29i n i0t „, Rl5,l9i R-17,24, H 4)1 4, II Bj21 , 

et pour les colonnes de rang pair 

111 2,13, 1^2,7} R3,20i Us,11, 118,28* 

Done, si le nombre premier p, divise par 67, donne pour reste 1 ’unite, 
on pourra satisfaire a I’equation 

( 93 ) 4 /? = ^ i H- 67 j 2 
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par des valours entieres do x,y qui verifieront les condilions 


(94) 


II 1,29 10,22 HI S, 19 Hi 7,2 V G'., 1 4 He ,3 I 

n 12il3 n 2 , 7 ii 3.20 Hm.Us,.. 

<5 H| Hl0,22 H-i 5,1 fl H|7.?V H’f, t V IIfi,2 1 
t >7 IIl 2 ,ia H 2,7 - 113 , 20 ^ 8,1 I 118 ,18 


(mod./j). 


Si maintenant on prend pour / 1 , non plus un nombre premier, inais 
an nombre compose, pour lequcl on ait 

(Q s = — n, 


on trouvera, au-dcssous dc la limite ioo, trois nombres de la forme 
8x -f-3, auxquels les formules (7 5 ) seront applicables, savoir les trois 
nombres 

35 = 5 . 7 , 5i = 3. 17 , 91 = 7 . 13 , 

et cinq nombres de la forme 8x4-7, auxquels les formules (79) seront 
applicables, savoir 

i5 —3.5, 39 = 3.i 3, 55=5.n, 87 = 3 , 19 , 95 = 5 . 19 . 

Si, pour fixer les idees, on suppose n — 10 = 3 . 5 , on trouvera 

(D=p + p 5 + p 4 + p 8 — p 7 — p 11 — p 13 — p u , 

1 = 01 ®2 08—- E1,2 + El+2-H4,8 —^3,4) 

J = 01,013 ©! 1 07 — — E-H,n E-H-i*13,U Ei44-1 34-11,7 — P Eh, 13 El2,lli 


ou, ce qui revicnt au memo, 

T , i 

I =/?• 

par consequent 


llu,13 E12,11 


J - p H 14,, a II i 2,11 j 


i= 3 , ./ = >, J- 3 , g — i, f — g = i—j= 2 , 

F = i, G = E Uj i8E,2.h ; 

en sorte qu’on pourra prendre 

£= i, g = n li2 n ;Vt . 

Done, si le nombre premier /?, divise par i 5 , domie i pour restc, on 
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pourra satisfaire a l’equation 

(g5) p-~. .r 2 -woy 2 

par cles valeurs entieres de x , y, qui verifieront les conditions 

(96) X ~ — ^n,, 2 II 3i 4, y ~ — ~ n i(2 II 3i4 (mod. p). 


Or, comme en vertu de l’equation (95) les valeurs numeriques de x,y 
seront inferieures a p, il est clair que les formules (96), ou au moins 
la seconde de ces formules, fourniront le moyen de determiner corti- 
pletement les valeurs de x, y. 

Supposons, par exemple, p = 3 i : on aura 


n i)2 rrr— = 3 . 5 , 


_ 9 


. IO . I I . I 2.13 . I 4 


1.2. 3 .4. 5 .6 


: 3 .7.11.1 3 


et 


0 == r -+- r--h r 4 -+- r s — r 1 — r 11 - 


r etant une racine primitive de l’equivalence 
x iS ==i (mod.3i), 
ou, ce qui revient au meme, 

5 = t* h- / 8 -hf 1 E - t xK — r- 8 , 


1 etant racine primitive de 3 i. Cela pose, les tables de M. Jacobi don- 
neront 


<$==ioh-7H-i8h-i4 — 20 —19 — 9 — 28== — 4 (mod. 3 1), 


et Ton tirera des formules (96) 

= _ 33 . 35 . 3 g _ 2.4.8 _ 

“ 2 ~ 2 ~ 


, v — — 2ox ~—8 (mod.3i). 


Done, puisque la valeur numerique de y devra etre infericure a p et 

meme a ~=, on aura 
\f 10 


Y — — 8. 


On trouvera effectivement 


3i J — 1 ■ -f-10.8 2 . 
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Si n cessc d’etre impair, alors pour verifier la condition 

il devra etre de l’une des formes 

4(4x-hi), 8(ax + i), 

les-facteurs impairs etant inegaux. On pourra, par exemple, prendre 
pour ^ un des nombrcs 

5 , i 3 , 17, 21, 29, 33 , 37, 4 i, 

ou pour | un des nombres 

3 , 5 , 7, 11, i 3 , i 5 , 17, 19, 21, 

c’est-a-dire qu’on pourra prendre pour n 11 n terme quelconque de 
1 ’une des deux suites 

20, 52 , 68, 84, 116, 1 3 s, 14.8, 164, ..., 

24, 4 o, 56 , 88, io 4 , 120, 1 36 , tSs, .. . 

Si, pour fixer les idees, on attribue successivement k ~ les valeurs 
representees par les nombres premiers 

5 , i 3 , 17, 29, 37, 4 *i 

on pourra determiner facilement les valeurs des nombres 

/t, /i', h\ ..., 

par consequent celles des trois quantities 



a l’aide des principes etablis ala page 3 oo; et Ton trouvera successi- 
ment, pour valeurs de t, les nombres 

4, 8, 12, 20, 20, 28, ... ; 

pour valeurs de /, les nombres 

o, 4, 4, 8, 16, 12. 



MfiMOIRE SUll LA THEORIE RES NOMBRES, 


436 

et pour valeurs de p., les nombres 

2 , 2 , 4 ) 6 , 2 , 8 . 

D’ailleurs, en vertu des formules (8i), on aura : 


Pour j — 5 , n = 20, 


* = ” £ n *- # ’ y== (mod.yo); 


Pour y = 1 3 , n = 52 , 

4 

1 nriiTp.j7 n n , 15 n,, 19 ___j_ £_ / R1.25R9.17 V 

2 n 3 ,25 R5.21 2 ( R 3 ,23 / 

etc.... 


(mod />), 


En terminant celte Note, nous ferons observer que si l’on veut obtenir 
directement, dans tous les cas, non plus seulemenl des quantites equi- 
valentes aux quantites entieres .2?,/, qui verifient l’equation 

4 — x^-h ny-, 

mais les valeurs memes de x et de y, il sutTira de recourir aux equa¬ 
tions ( 35 ), desquelles on tirera, cu egard aux formules \ = g\ 
cO 2 — — n, 

F Q 

x -+- /(B = 2 jt } x — /(D = 2 —, 

et par consequent 

, , G , F CD /f, , V . 

(97) 

Ces dernieres valeurs de y pourront toujours etre calculees ainsi que 
les facteurs de la forme 

R/.r, 

compris dans F et dans G, a Paide des prineipcs etablis dans la Note V. 
On pourra d’ailleurs, si 1 ’on veut, deduirc des formules (97) les valeurs 
exactes de x,y, en rempla^ant dans les seconds Tnembres lo signe = 
par le signe ==, et la racine primitive de l’equation 
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par line racine primitive r de I’equivalence 
x' l ==i (mod • p m ) 

m etant un nombre entier assez considerable pour qu’il neresteaucune 
incertitude sur la valour de oc ou dc y. Dans le cas particulier oil Ton 
a jx= i ou p. = 2, on pent determiner completement y, en supposant 
m — i. D’ailleurs, cette derniere supposition reduit les equivalences, 
qui doivent remplacer les equations (97), aux formules (70). 


NOTE XIV. 


OBSERVATIONS RELATIVES AUX FORMES QUADRATIQUES SOUS LESQUELLES 
SE PRfiSENTENT CERTAlNES PUISSANCES DES NOMBRES PREMIERS, ET 
REDUCTION DES EXPOSANTS DE CES PUISSANCES. 

Soient, commc dans la Note precedente : 

p un nombre premier impair ; 
n un diviseurdo p — 1 ; 

h, k, /, ... les entiers inferieurs a n mais premiers a n ; 

N le nombre des entiers h, k, l ,...; 
p l’une des racines primitives de l’equation 

(.) 

et 

(2) (B — p h + p h ' + p h " 4-. .. — p k — p k '— p k " — ... 

une somme alternec dc ces racines, les entiers h, k, /, . .. etant ainsi 
partages en deux groupcs 

h, h\ h\ ... ci /r, /d, k\ .... 

dontle premier sera cense comprendre l’unite. Enfin supposons qne, 
parmi les entiers 

//, k, l . 
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ceux qui sont inferieurs a ~ n se trouvent, en nombre 6gal a i, dans le 

groupe k, h', h \... et en nombre. egal a j, dans le groupe k, k ', k", ... 
Pour que le module n verifie la condition 

(3) (D 2 — — n 

il faudra que ce module soit de Tune des formes 
4x4-3, 4 ( 4 x +1)» 8(ax + i) 

et qu’en outre les facteurs impairs de n soient inegaux. Alors, en yertu 
du theoreme etabli dans la Note precedente, on pourra toujours satis- 
faire, par des yaleurs entieres de x, y, a l’equation 

( 4 ) ^—x l +ny\ 

dans laquelle on deyra poser generalement 

i—j i—j 

}X=zl — / OU [j. = —OU p =: — —, 

suivant qu’on aura 

n== 7 (mod. 8) ou n = 3 (mod.8) ou n~ o (mod. 4 )* 

On doit toutefois observer qu’il y a deux exceptions a faire a cette 
r&gle, et qu’on aura : i° pour n — 3 

p. = i — j = i au lieu de p. = - 

2° pour n = 4 

fj- — i —j — i au lieu de p. = -— -L . 

Ajoutons qu’on pourra reduire l’equation ( 4 ), si n divise par 8 
donne 7 pour reste, a la formule 

( 5 ) pV -— nj 2 , 

et, si a est divisible par 4 ou par 8 , a la formule 

p * = 


( 6 ) 





Eii calculant, dans la Note precedentc, les valeurs de l’exposant a 
correspondant a des valeurs donnees du module n , nous avons tou- 
jours obtenu des valeurs impaires de p., quand n etait un nombre pre¬ 
mier, et des valeurs paires de p., quand n etait un nombre compose, 
superieur a 4 - On peut affirmer qu’il en sera toujours ainsi. En effet, si 
nous prenons d’abord pour n un nombre impair, ce nombre sera de la 
forme 4*+ 3 , et l’exposant p. represente par la valeur numerique de la 
difference 

ou par le tiers de cette valeur numerique, sera pair ou impair avec clle, 
suivant que la somme 

. . N 

sera elle-meme pairc ou impaire. Comme on aura d’ailleurs, si n est 
un nombre premier, 

N=/» —i 

et, si n est le produit do plusieurs nombres premiers impairs v, v\ ..., 
N = (v — i) (v'— i). . .; 


il est clair que p, sera impair avec —> si n est un nombre premier 
de la forme 4x + 3 , et pair avec Ic rapport 

- 2 -’ 


si n est un nombre compose de la meme forme 4 x 4 - 3 . Dans Tun et 
l’autre cas, d’apres ce qui a etc dit dans la Note IX, 

A, A', h\ ... 


seront ceux des cntiors inferieurs a n et premiers a /i, qui verifieront 
la condition 



Supposons maintenant qu’on prenne pour /i, non plus un nombre 
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m 

impair de la forme 4*+ 3 , mais un nombre pair divisible par 4 - Ce. 
nombre devra etre de la forme 

(\ vv'v". . .. 

v, v', v", ... etant des facteurs premier impairs, inegaux e litre eux, et 
dont le produ.it soit de la forme 4 x - 4 - i. Alors aussi les nombres 

A, A', A", ... 

seront ceux des enticrs inferieurs a n, et premiers a n, qui verificront 
ou les deux conditions 

A==i (mod. 4 ), 

ou les deux conditions 

A== — i (mod. 4 ). 

On peut en conclure que, dans le groupc 

A, A', A", ..., 

les nombres entiers inferieurs a ^ seront deux a deux de la forme 

A, - - A. 

2 

Done, dans l’hypothese admise, i sera pair, et, commc l’equation 
N = 2(V — l)(v'— !). .. 

entrainera la suivante 

1 = 7 = (' v — 1 ) (v' — i).. 

on peut affirmer encore : i° que i -\-j sera pair et memo divisible par 4; 
2° quey sera pair avec i et i -4-y; 3° que la somme 

-i-4 -L 
2 2 
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sera paire elle-meme, et qu’on pourra en dire autant de la difference 



Supposons enfin qu’on prenne pour n un nombre divisible par 8. 
Ce nombre devra etrc de la forme 

8 v v'v ".. 

v, v', v"... etant des facteurs impairs inegaux; et les cntiers 

h, /i', h", ... 

seront : i° si ~ est do la forme /|X + i, ccux qui yerifieront les deux 
conditions 

— i , h = i ou 3 ( mot), i), 

on les deux conditions 

= — i, h ~ 5 ou 7 ’ (mod.8); 

2° si | est de la forme 4 x 4 - 3 , ceux qui yerifieront les deux condi¬ 
tions 

= i, h == i ou 7 (mod. 8). 

ou les deux conditions 

h == 3 ou 5 (mod. 8). 

On en conclut encore que, dans le groupe 
h, h 1 , /i", 

les nombres inferieurs a - seront, deux a deux, de la forme 
2 ’ 

/ n / 

2 
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Done i sera pair, et, comme on aura 

N = 4 (v-i)(v'-i)..., 

*+y= = a( v — o o - • 

la somme i 4- j sera non settlement paire, mais divisible par 4 - Done, 
par suite, 

i f 
j et - -+-L 
J 2 2 

seront pairs, et Ton pourra en dire autant do la difference 



Ainsi, en resume, l’exposant p. sera, dans l’equation ( 4 ), ( 5 ) ou (6), 
un nombre impair ou un nombre pair, suivant quo lc module /i > 4 
sera un nombre premier on un nombre compose. D’ailleurs, dans 
le dernier cas, on peut, ii l’aidc d’une methode souvent employee par 
les geometres, reduire, comme on va le voir, la valeur numerique do 
l’exposant p.. 

Prenons d’abord pour n un nombre compose de la forme 8x4-7. 
Aiors [’equation ( 4 ) pourra etre remplacee par la formule ( 5 ), dans 
laquelle p. seraun nombre pair ; et, comme par suite pv- sera un carre 
impair, e’est-a-dire de la forme 8x4-1, x- devra etre un carre de la 
memo forme, etj 2 un carre pair. Cela pose, les deux facteurs 

ii ii 

./) 2 — x, p' z -+-x, 
ii 

dont la somme sera 2/r, et le produit p* — x- = ny-, auront evidem- 
ment pour plus grand commun diviseur le nombre 2; et, pour satis- 
faire ii l’equation ( 5 ), on devra supposer 

ii ii 

— x~ 2a« s , p~ -\- x — i'ov’'-, 


par consequent 
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<x, 6, u, v designant cles nombres cntiers qui verifieront les conditions 

{8) oco — /i, 

{9) 2 mp = v . 

11 y a plus : comme le produit a % — n sera diviseur d ep — 1, on aura 



' et par suite la formule (7) entrainera les conditions 



auxquelles les facteurs a, 6 devront encore satisfaire. Enfin, comme 
on l’a dit dans la Note IX, la loi de reciprocity comprise dans la for¬ 
mule 



est applicable au cas 011 Ton represent© par a, 6, non pas seuloment 
deux nombres premiers superieurs a 2, mais encore deux nombres 
impairs quolconqucs ; et, comme, n etant de la forme 4 x 4 - 3 , 1’un des 
facteurs a, 6 devra etre dc la forme 4x 4- 1, il est clair que, dans l’hy- 
pothese admisc, la premiere des conditions (10) entrainera la seconde, 
et reciproquement. Done : lorsquenseraun nombre compose de la forme 
8x4-7, l’equation ( 5 ) entrainera la formule (7), dans laquelle a, 6 
devront verifier les conditions 



Supposons, pour fixer les idees, n — i 5 — 3 . 5 . On trouvera pour h 
h ',... les nombres 

1, 2, 4 ? 85 

dont trois sont inferieurs et un seul superieur a 7 -• On aura done 
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et Tequation ( 5 ), reduite a 

/? 2 — x - ~\~ i5j 2 , 

cntrainera la formule 

p — a u 1 + & v 2 ; 


a, 6 etant des entiers assujettis a verifier les deux conditions 


a6=i5 ' LsJ ='• 

Or, de ces cleux conditions, la premiere sera veritiee si Ton prend pour 
a, S les nombres i et 1 5 ou 3 et 5 . Mais comme on a 

[I] — 

la seconde condition nous oblige a rejeter les nombres 3 et 5 , en pre- 
nant pour a, £ les nombres i et io. Done,/? etant un nombre premier 
de la forme i 5 x+ i, ou, ce qui revient au meme, de la forme 3 ox-b i, 
la consideration des facteurs primitifs de p fournira la solution, en 
nombres entiers, de Tequation 

p = u*- 1- r 5 v-. 

.Supposons, par exemple, p — 3 i. On trouvera d’abord ( voir la Note 
precedente) x = — i, 

3i 2 =:i 2 -m5.8 2 ; 

puis on en conclura 

(3 1 -b i)(3i — i) = 4 -1 5 u-v a -, 
le produit uv devant verifier la condition 
«V:= 4 2 ; 

et, comme des deux nombres 

3i —ar = 3i-+-i =3a, 3i -b x = 3i — i — 3o, 

e’est le second qui se trouve divisible par i5, on aura, dans lc cas pre¬ 
sent, 

a = i, 6 ~ 15 , 

3 r-b i = 2 m 2 , 3r — i — 2. i5 (^ 2 . 
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On verifiera eflectivement lcs clctix dernieres equations, en prenant 
u' = k\ — i ; 

et, par consequent, il suffira d’attribucr a u, v leg valeurs numeriques 
4 et i pour resoudre, en nombres entiers, l’equation 

3 l = Ur 4- 15 P 2 . 

Prenons maintenant pour/z unnombre compose do la forme 9x4-3. 
Alors on pourra verifier en nombres entiers Tequation ( 4 ). De plus, 
les deux facteurs 

n- £ 

•ip 1 — x, 1 p ' 2 x, 

if 

dont la somme sera kj? et le produit 4 /^ — ccr — ny*, resteront pre¬ 
miers entre eux, si x~, y 1 sont des carres impairs. Done alors pour 
satisfaire a l’equation ( 4 ), on devra supposer 

If £ 

2 p % — x~au}, zp*-+■ cc — Sp 2 , 

ct par suite 

if 

(j 3) 4/> a = +• 

a, 6 , u, v etant des nombres entiers qui verifient les formules 

oc§ = n, 

avec les conditions (io). Si, dans le cas que nous considerons, #V.yJ 
etaient des carres pairs, on pourrait, comme dans le cas precedent, 
reduirc l’equation ( 4 ) a l’equation ( 5 ), et Ton arriverait & la* for : 
mule (7), qui pout ctre censec comprise dans la formule (1 3 ), de 
laquclle on la deduit, en romplagant u par 2zzet e par iv. On peut done 
enonccr la proposition suivantc : 

Lorsque n est un nombre compose de la forme 8 xh- 3 , l’equation ( 4 ) 
entraine la formule (i 3 ), dans laquelle a, 6 doivent verifier les condi¬ 
tions (12). ■ • ■ “ • l! '"-V ’ -* 

Prenons maintenant pour n un nombre .compose, divisible paif 4 ) 
mais non par 8. Alors, on pourra satisfaire enmombres entiers k l’equa- 
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tion (6), si ^ est de la forme 4* + i; et, par des raisonnements sem- 

blables a ceux dontnousvenons de faire usage, onprouvera que I’equa- 
tion (6) entraine Tune des cleux formules 

04) /j 2 — a « 2 -h 

(15) 2/? 2 = ctu 2 -\~ §p 2 , 

a, 6 designant des nombres impairs assujettis a verifier la condition 

(16) a§ = ^, 

et u, e des quantites entieres qui verifierontd’une des conditions 
vuv—y, uv—y. 

D’ailleurs, le produit 



etant de la forme 4x -+-1, 

a, 6 

seront tons deux de cette forme, ou tous deux de la forme 4 x^ 3 ; et, 
comme 1’equation (i4) entrainera les formules (io), en vortu ,des- 
quelles la formule (ii) donnera 

a—i6-i 

07) (-') 2 2 =i, 

il est clair que, dans l’equation (i4), a, 6 ne pourront etre tous deux 
de la forme 4x + 3 . lls y seront done l’un et l’autre de la forme 4x-f-1. 
Quant aux valeurs de a, 6, renfermees dans l’equation (i 5 ), ellcs 
devront verifier les formules 

[IMS- [?] = [«]■ 

desquelles on tirera, en les combinant avec les formules (io) et (16), 
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ct, comme it, v- devront etre impairs dans l’equation (i5), cette equa¬ 
tion donnera encore 

(20) 2== a+ 6 (mod. 8). 

Or, en vertu des formules (19), (20), les entiers 

a, § 

devront etre tous deux de la forme 8x -+-1, 011 tous deux de la forme 
8x -h 5 , si j est de la forme 8 xh- i; et l’un de la forme 8x 3, l’autro 
de la forme 8x -h 7, si ^ est do la forme 8x -h 5 . On peut done enoncer 
la proposition suivante : 

Lorsque n est un nombre compose divisible par 4 et non par 8, Vequa¬ 
tion (6) enlraine ou les equations (i/|) el (16), ou les equations (i5) 
et (16); a, 6 dtant deux nombres impairs qui devront itre tous deux de 

la forme 8x + 1, ou tous deux de la forme 8x 4- 5 , si ^ est de la forme. 
8x-t- 1, et Vun de la forme 8x + 3 , l autre de la forme 8x -+- 7, si— est 

de la forme 8 x -h 5 . Ajoutons que cl, 6 devront encore satisfaire, si liqua¬ 
tion (i4) se verifie, a I’une des equations (10), et, si liquation (i5) se 
virifie, a lune des iquations (18). 

En appliquant, au cas ou n est divisible par 8, des raisonnements 
semblablcs a ceux dont nous venons de faire usage, on obtiendra la 
.proposition suivante : 

Lorsque n est un nombre compose, divisible par 8, liquation (6) en¬ 
lraine la formule 

(21) j / 1 = 2 Bv 2 , 

cl, 6 it ant deux nombres impairs assujettis a virifier la condition 


(22) 


o j 
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Civec les deux suivantes 


SH [!] = [=]■ 

desquelles on tire, eu egard d la for mule (i i), 


et, par consequent, 

.CL -1,0-I _ I CL -I CL I 

2 2 2 2 2 


l a—i a-4-i 
1)2 2 2 


(mod. 2); 


ou, ce qui revient au mime, 

( 24 .) (cl — 1) (a— 26 -b 3 ) =0 (mod.16). 

fin vertu des diverses propositions que nous venons d’etablir, Fex- 
posant jx de la puissance de p renfermee clans Fequation ( 4 ), ( 5 ) 
ou (6), peut etre reduit, lorsque n est un nombre compose, a l’expo- 
sant Ce dernier exposant, s’il est pair, pourra souvent lui-meme etre 
reduit a et cette nouyelle reduction sera particulierement applicable 
aux formules (7), (i 3 ), (14), ( 2I )> si dans ces formulos, a se reduit 
a Funite. 

Pour verifier cette derni&re observation sur un exemple, supposons 

n = 68 = 4.17. 

Alors, parmi les entiers inferieurs a 17, et premiers a 68, ceux qui 
feront partie du premier groupe, savoir 

1,' 3 , 7, 9, 11, i 3 , 

seront au nombre de 6, et ceux qui feront partie du second groupe, 
savoir 

5 , 1 5 , 

seront au nombre de deux. On aura done par suite 

- 6, - 2, ( j . ~ <5 2 4? 
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etl’on pourra, en supposant que 7?, divise par 68, donne l’unite pour 
reste, resoudre cn nombres entiers l’equation 

p 1 * — x- -\- 17 y 2 . 

Or, celle-ci entrain era rune des formules 

17 c 2 , ip*~ u 2 -+- 17 (J 2 , 


dont la premiere a son tour entrainera rune des suivantes 

/> = s 2 + i7£ ! , ip — s 2 17 t 2 , 


s, t designant encore des nombres entiers. Effectivement on sait que 
tout nombre premier delaforme 68x -h 1 peut etre represente par Tune 
des formules 


y° + 2 yz -+- i85 2 = 
iy--y iyz + g.z 2 = ■ 


(y + a)"--+- ijjs 2 , 
($y -h iqz 2 

2 


POST-SCRIPTUM. 

La note placee au bas de la page 179, et relative h la loi de reciprocity qui 
existe entre deux nombres premiers, se r6duit & cette observation tr6s simple, 
que la demonstration empruntee par M. Legendre h M. Jacobi ne parait pas 
avoir eta publiee par I'un oul’autrede ces deuxg6ometres avanti 83 o.Je suis 
loin de vouloir en conclure que cette demonstration n’ait pu <Hre d6couverte 
par M. Jacobi h une dpoque anterieure. Dans le Memoire de 1827, intitule : 
De residuis cubicis commentalio numerosa , M. Jacobi, avant d’enoncer les 
th6oremes relatifs ii la resolution des equations indetermin6es l\p — x- 4- 27 y 2 , 
p — x 2 77' ,2 , dit expressement : In fontem uberrimum indici, e quo inter 
alia et demanare sequentia theorematavidi. La source feconde dont M. Jacobi 
parle dans ce passage est, comme lui-meme me l’a declare depuis (voir, dans 
le Bulletin des Sciences de M. de Ferussac, le Memoire de septembre 1829), 
la consideration des proprieids dont jouissent les racines de liquation auxi- 
liaire, qui sert k la resolution d’une equation binome, c’est-ii-dire, en d’autres 
termes, les fonctions ci-dessus designees 0/,, 0*, .... Quelques-unes de ces 
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proprieties avajeal dejii conduit M. Gauss aux iraportauts resultats que eon- 
tiennent les dernieres pages de ses Disquisitiones arithmetical , et & son 
theoreme sur la resolution de l’equation p — x^-yy-. Ainsi, les recberches de 
M. Jacobi sur les formes quadratiques des nombres premiers, et l’on doit en 
dire autant des miennes, peuvent etre consid6r6es comme offrant de nou- 
veaux developpements de la belle th6orie exposSe par M. Gauss. J’ajouterai 
que, les propri6tes des fonclions de la forme 0 A 6tant supposdes connues, il 
devient tr&s facile d’oblenir la demonstration ci-dessus rappelee. II est done 
tout naturel qu’& une 6poque renferm6e entre 1827 et i 83 o, M. Jacobi ait 
trouve cette demonstration et l’ait communiqude verbalement ou par 6crit h. 
M. Legendre. Mais quelle est la date precise de cette communication? C’est 
un point sur Jequel je n'ai aucun renseignement, et je m’en rapporterai au 
t^moignage de l’Ulustre gdomelre de Koenigsberg. 


FIN nu TOME III DE LA PREMIERE S ERIE. 
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